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Resefa
El libro contiene la exposicion detallada de la teoria de percolacion, asi como
de sus diversas aplicaciones. Esa teoria ha sido construida del modo
siguiente. La definicion de lo que llamamos teoria de percolacidén y cuéles son
los procesos que ella describe, lo hemos dejado hasta alcanzar la ultima
pagina del libro. Dicha definicibn debe incluir tantos conceptos complejos,
que no tiene sentido enunciarla al principio. Casi nada capitulo contiene
algun problema concreto, cuyo examen conduce al problema de la teoria de
percolacién. Se supone que después de leer varios capitulos, el lector ha de
sentir lo que tienen de comun los diversos problemas de la teoria de
percolacion y qué relacion tiene con eso el titulo del libro. Los ejercicios
expuesto en el libro deben desempafar un papel importante al asimilar las
nuevas ideas. Por lo comun, ellos son muy sencillos y es recomendable
resolverlos sin la consulta previa del apartado "Respuestas y soluciones”

(salvo los casos cuando eso haya sido especialmente estipulado).
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Prefacio
La ciencia que constituye el objeto de este libro es muy joven. Sus ideas
fundamentales fueron enunciadas solamente en el afo 1957 en la obra de S.
R. Broadbent y J. M. Hammersley, cientificos ingleses. Dicha obra surgi6 del
modo siguiente. A mediados de los afios cincuenta S. R. Broadbent se
dedicaba a la elaboracion de caretas antigas para las minas, segun la tarea
encomendada por la Asociacion Britanica de Investigacion del Uso de la
Hulla. En el curso de los trabajos él choco con un problema interesante que
llamoé la atencion del matematico J. M. Hammersley.
El principal elemento de la careta antigas es el carbon, a través del cual debe
pasar el gas. En el mismo hay poros que se unen unos con otros de manera
extrafa, formando una especie de laberinto enredado. El gas puede penetrar
en esos poros adsorbiéndose (sedimentandose) en sus superficies Resultd
que si los poros son bastante anchos y estan bien enlazados entre si, el gas
penetra profundamente en el filtro de carbon. En caso contrario el gas no
penetra mas alla de la superficie del carbon. EI movimiento del gas por el
laberinto es un proceso de nuevo tipo que difiere considerablemente del
fendmeno de difusién bien conocido en fisica.
S.R. Broadbent y J.M. Hammersley llamaron tales fendbmenos "procesos de
percolaciéon” (en inglés percolation processes). La palabra percolacion
significa infiltracion. La teoria que estudia los fendbmenos de tal género
adquirié el nombre de teoria de percolacion.
En el transcurso de los 30 afios que pasaron desde el primer trabajo de S. R.
Broadbent y J. M. Hammersley se aclar6 que la teoria de percolacion es
necesaria para comprender un extenso circulo de fendmenos relacionados
principalmente con la fisica y la quimica. Es probable que el campo de
aplicacion de la teoria de percolacion, mejor elaborado actualmente, son las
propiedades eléctricas de los sistemas desordenados, tales como los
semiconductores amorfos y semiconductores cristalinos con impurezas, 0O

bien los materiales que son una mezcla de dos sustancias diferentes: un
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material dieléctrico y un metal.

Los fendmenos descritos por la teoria de percolacion pertenecen a los
llamados fendbmenos criticos Estos se caracterizan por el punto critico en el
cual ciertas propiedades del sistema cambian de manera brusca A los
fendmenos criticos también pertenecen las transiciones de fase de segundo
genero (por ejemplo cuando un metal pasa del estado normal al estado de
superconductividad al bajar la temperatura) La fisica de todos los fendmenos
criticos es muy peculiar y tiene rasgos comunes El mas importante de ellos
consiste en que cerca del punto critico el sistema parece como si se dividiera
en bloques de propiedades diferentes, ademas las dimensiones de algunos
de esos bloques crecen ilimitadamente al acercarse al punto critico Los
contornos de los blogues en este caso son eventuales En ciertos fendbmenos
toda la configuracion vana cadticamente en funcién del tiempo a expensas
del movimiento térmico, en otros fendmenos esa con- figuracion permanece
congelada pero cambia al pasar de una muestra a otra Los bloques se hallan
dispuestos desordenadamente, por lo cual, al mirar la fotografia instantanea
del sistema, es dificil ver algunas regularidades Sin embargo "por término
medio" esta geometria, que puede ser llamada "geometria del desorden”
posee propiedades absolutamente determinadas.

Las propiedades fisicas siempre estan inseparablemente enlazadas con la
geometria Por ejemplo, las propiedades fisicas de los cristales se determinan
conforme a la geometria de las redes cristalinas Exactamente igual, una serie
de propiedades del sistema situado cerca del punto critico, se determinan
con arreglo a la "geometria del desorden” Lo mas interesante es que gracias
a los grandes tamafos de los bloques, dicha geometria no depende en
realidad, de la estructura atébmica de la sustancia y, por esta razon, posee
propiedades universales idénticas para muchos sistemas completamente
diferentes De aqui deriva la universalidad de las propiedades fisicas que se
manifiestan en la periferia de los puntos criticos.

Tal tipo de enlace entre la fisica y la geometria puede observarse dentro de
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los margenes de la teoria de percolacién, en lo cual precisamente consiste
una de las tareas principales de este libro La referida teoria puede ser
enunciada mediante imagenes geomeétricas sencillas tales como rejillas de
alambre bolas y redes cristalinas Ella no contiene nociones de temperatura y
por eso da la posibilidad de explicar los fendmenos criticos de tal modo que
sean comprendidos incluso por los lectores no iniciados en la fisica
estadistica.

La teoria de percolacién, al igual que toda la teoria de los fenébmenos criticos
aun no se transformd en una ciencia exacta desde el punto de vista
matematico. Muchas afirmaciones importantes siguen sin demostrar y
algunas cuestiones no han sido aclaradas En los casos cuando existen
demostraciones estrictas pero que son complicadas en este libro las mismas
se han sustituido por razonamientos que mas bien, no demuestran sino que
explican el resultado. No obstante, el autor siempre ha tratado de separar
exactamente las afirmaciones demostradas de las no demostradas.

El libro contiene la exposicion detallada de la teoria de percolacion asi como
de sus diversas aplicaciones. Esa teoria ha sido construida del modo
siguiente La definiciéon de lo que llamamos teoria de percolacion y cuales son
los procesos que ella describe, lo hemos dejado hasta alcanzar la ultima
pagina del libro Dicha definicién debe incluir tantos conceptos complejos que
no tiene sentido enunciarla al principio Casi cada capitulo contiene algun
problema concreto cuyo examen conduce al problema de la teoria de
percolaciéon Se supone que después de leer canos capitulos el lector ha de
sentir lo que tienen de comun los diversos problemas de la teoria de
percolacién y qué relaciéon tiene con eso el titulo del libro.

Por regla general, los problemas examinados son importantes campos de
aplicacion de la teoria de percolacion Pero algunos de ellos (proyecto de un
huerto frutal, en el capitulo 5. y propagaciéon de rumores, en el capitulo 11)
tienen caracter ilustrativo e incluso algo irénico.

En el libro se ofrece la informacidn necesaria para comprender el material de
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la teoria elemental de las probabilidades En el capitulo 1 se dan nociones
generales sobre las probabilidades y las variables aleatorias En el capitulo 2
se exponen las reglas de adicion y multiplicacién de las probabilidades y se
introduce la funcién de distribuciéon El libro puede ser leido en una variante
simplificada, al excluir el capitulo 2 y otros capitulos y apartados marcados
con dos asteriscos Claro esta que en este caso el lector sera privado de la
posibilidad de seguir las deducciones de ciertos resultados cuantitativos
contenidos en esos apartados, asi como en muchos ejercicios Pero tal hecho
no obstaculizard la comprension (posiblemente algo simplificada) de los
demas apartados y capitulos.

Los ejercicios expuestos en el libro deben desempefiar un papel importante
al asimilar las nuevas ideas Por lo comun ellos son muy sencillos y es
recomendable resolverlos sin la consulta previa del apartado "Respuestas y
soluciones" (salvo los casos cuando eso haya sido especialmente estipulado).

El autor.
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Primera parte

Problema de los nudos

Capitulo 1

Umbral de percolacion

Contenido:
Dos sabios tijeretean la rejilla pantalla
¢Qué es una variable aleatoria?
Valor medio y varianza
¢Para qué se necesita una rejilla grande?

Ejercicios

Dos sabios tijeretean la rejilla pantalla

No es frecuente et hecho de que en las revistas cientificas actuales
aparezcan informes acerca de experimentos cuyo objeto es, por ejemplo, un
pedazo de rejilla pantalla ordinaria comprada, con fines poco comunes?, en la
ferreteria mas cercana. Y aunque el articulo de B. P. Watson y P. L. Leath,
fisicos norteamericanos, aparecido en la revista "Physical Review" de 1974.
no era, ni mucho menos, el primer trabajo en el campo de la teoria de
percolacién, nuestro relato comenzara precisamente por este articulo.

El pedazo de rejilla con el cual trabajaban B. P. Watson y P. L. Leath era de
forma cuadrada y contenia 137 x 137 = 18 769 nudos de '/4 de pulgada =
6,35 mm de distancia entre los nudos vecinos. Los investigadores soldaron
electrodos de cobre en dos lados opuestos del cuadrado y conectaron la
rejilla al circuito eléctrico (Figura 1,a) para medir su resistencia.
Seguidamente comenzaron a blogquear cada nudo y a estudiar la resistencia
eléctrica conforme a la cantidad de nudos bloqueados. Como se muestra en
la figura 1, b, c, el bloqueo del nudo consistia solamente en que mediante

alicates se cortaban los cuatro alambres enlazados con ese mismo nudo.
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Cada nuevo nudo sometido a bloqueo se elegia arbitrariamente entre los
nudos antes intactos.
En principio, para esto podriamos escribir las coordenadas de cada nudo en

papeles individuales, meter todos esos papeles en una gorra, mezclarlos bien

y sacarlos uno por uno.

bl cl

Figura 1. Esquema del experimento de B. P. Wat son y P. L. Leath. a) Rejilla
inicial. La cantidad de nudos en la figura esta reducida considerablemente, b)
pedazo de la rejilla con nudos bloqueados. Los nudos bloqueados se
muestran con circulos oscuros, mientras que los no bloqueados con circulos
claros, ¢) el nudo oscuro significa la ruptura del contacto entre los cuatro
alambres que atan el nudo, el nudo claro conserva el contacto. A través de
los nudos oscuros la corriente eléctrica no fluye en ninguna direccion, por los

claros la corriente fluye en cualquier direccion.
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Pero al disponer de gran cantidad de nudos, tal procedimiento (al igual que
otros métodos mecanicos de sorteo) es muy incomodo y por eso los
cientificos utilizaban la sucesion aleatoria de las coordenadas de los nudos,
establecida por el ordenador. Mas adelante describiremos detalladamente de
qué manera podemos "obligar" al ordenador a que genere numeros
aleatorios, pero mientras tanto, sin ningun perjuicio para el entendimiento,
podemos sustituir mentalmente ese ordenador por una gorra.

Claro esta que a medida que aumentaba el numero de nudos bloqueados,
disminuia la electroconductibilidad de la rejilla. (LIdmase
electroconductibilidad la magnitud contraria a la resistencia. Esta ultima se
mide en ohmios (f2), mientras que la electroconductibilidad se mide en
ohmios inversos (Q™).) Ademas, si designamos por x la relacién entre el
namero de nudos no bloqueados y el numero total de nudos (1372),
entonces, con cierto valor de x que en adelante llamaremos valor de umbral
(critico) o wumbral de percolacion que designaremos por X: la
electroconductibilidad se reducia a cero. Esto ocurria cuando era cortada la
ultima via que unia los electrodos izquierdo y derecho. La determinacion de
la magnitud era precisamente uno de los propésitos del experimento. Fue
establecido que x. = 0,59.

Es probable que la primera cuestion que requiere explicacion consiste en lo
siguiente ¢es la magnitud X. una variable aleatoria no reproducible de un
experimento a otro 0o es una magnitud absolutamente determinada?
Supongamos que hemos repetido el experimento utilizando otro pedazo de
rejilla pantalla y aprovechando otra secuencia arbitraria de los nudos sujetos
a bloqueo. El sentido comuUn nos dicta que en vista de que en cada etapa
toda la configuracién de los nudos blogqueados y enteros en el segundo
experimento no se parece en nada a lo que tuvo lugar en el primer
experimento la ruptura de la dltima via que una los electrodos también ha de

ocurrir con otro valor de x por eso el valor de x; obtenido en el segundo
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experimento debe ser diferente. Esto es correcto sin duda alguna.
El valor de umbral de Xx. en el experimento examinado es una variable
aleatoria. Como tal tipo de magnitudes figuraran por doquier en las paginas

de este libro es util aclarar desde el principio

. Qué es una variable aleatoria?

En la matematica, asi se llama la variable de la cual se sabe que valores ésta
puede adquirir y con qué frecuencia la misma adopta uno u otro valor, pero
que no se sabe (y no puede saberse dentro de los margenes de un problema
matematico dado) qué valor precisamente ella adquirird en cualquier caso
concreto.

He aqui un ejemplo clasico de variable aleatoria; lancemos sobre la mesa un
cubo pequefio (dado) hexaédrico con niumeros en cada una de sus caras. La
variable aleatoria sera el numero de la cara que resulte dirigida hacia arriba.
Tal variable llamase discreta, ya que ella solo adopta valores determinados
(en este caso son seis 1 2, 3, 4 5y 6). Es imposible predecir de antemano
qué numero precisamente obtendremos en un experimento concreto (es
decir, en un lanzamiento dado), pero podemos pronosticar la probabilidad de
obtener un niumero determinado (por ejemplo, 4). Supongamos que se hizo
cierto niumero de experimentos igual a Q con la particularidad de que el
numero 4 tuvo la suerte en casos Q4. La relacion Q4/Q se denomina
frecuencia relativa de aparicion de un valor dado de la variable aleatoria (del
numero 4). Si el numero total de experimentos no es muy grande esta
relaciéon oscila; si hacemos una serie mas de experimentos Q, en esta nueva
serie la relacion Q4/Q puede ser completamente distinta. Pero al aumentar el
namero Q de experimentos, dichas oscilaciones se hacen cada vez menores.
El limite hacia el cual tiende la frecuencia relativa de apariciéon de un valor
dado de la variable aleatoria, llAmase probabilidad de este valor. Designemos
por P(4) la probabilidad de aparicién del numero 4. Si el cubo es honesto, es

decir si todas sus caras son iguales, es facil predecir el valor P(4). Cualquiera
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de las seis caras del cubo debe dirigirse hacia arriba por término medio, igual
ndmero de veces, por eso si el numero Q es grande Q4/Q = Q3/Q = ... = 1/6.
Asi pues las probabilidades de aparicion de todos los niumeros son iguales y
equivalen a 1/6.

Por consiguiente con un numero muy grande de lanzamientos Ila
eventualidad pasa a segundo plano cediendo su lugar a la regularidad, es

decir, a la simetria de las caras del cubo.

Valor medio y varianza

Volvamos al experimento con la rejilla protectora. Fue aclarado que en vista
de que en el experimento se utilizd la sucesion arbitraria de los nudos
bloqueados, la concentracion critica X, con la cual se interrumpe la comente
entre los electrodos izquierdo y derecho también es una variable aleatoria y
es imposible pronosticar con anticipaciobn a qué es igual esta en cada
experimento concreto.

El enfoque tedrico de esta cuestion puede consistir en estudiar las
propiedades "medias de la variable x; es decir las propiedades que se revelan
en un numero bastante grande de experimentos que se ejecutan en
condiciones idénticas. Dichas condiciones son, en primer lugar el numero
completo de nudos de la rejilla (137%) en el experimento descrito
anteriormente), y en segundo lugar, las propiedades del generador de
ndameros aleatorios, el cual prefija la sucesién arbitraria de los nudos sujetos
a bloqueo. El hecho de que las propiedades del generador no deben variar de
un experimento a otro no significa de ninguna manera que las sucesiones de
los nudos sujetos a blogueo deben ser iguales. (jEntonces también serian
iguales todos los valores de x.!) Solamente es necesario que en todos los
experimentos se emplee el mismo procedimiento para crear la sucesion
arbitraria de los nudos que han de ser bloqueados (por ejemplo, una gorra
con papeles)

Tras realizar Q experimentos con una rejilla pantalla de i nudos obtendremos
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Q valores de x;, donde i es el numero del experimento. Por ejemplo Xis
significa X., que aparecié en el decimoquinto experimento. El mas importante
de los valores medios es la media aritmética Xq, que se obtiene sumando
todos los valores de x;, y dividiendo esa suma por el numero Q de

experimentos:

_ _x1+x2+"'+xQ
xQ— Q

€))

La raya sobre la letra, asi como el indice Q, significan que han sido
promediados los resultados de Q experimentos. La variable x4 sigue siendo
aleatoria. Si efectuamos una serie mas de Q experimentos en esas mismas
condiciones y. segun sus resultados, calculamos de nuevo el valor de Xxq, éste
resultara algo diferente. Sin embargo, cuanto mayor sea el numero de
experimentos en la serie Q, tanto menos se diferenciardn uno de otro los
valores medios tomados de diversas series. El hecho es que las oscilaciones
aleatorias de las variables x; se compensan reciprocamente en total, de tal
modo que al aumentar el niumero Q, la variable x4 tiende a cierto valor que
no depende de Q pero que es funcidn de las condiciones en las cuales se
realizaron los experimentos. Este valor limite se denomina valor medio de la
variable aleatoria. (En la teoria de las probabilidades, dicho valor limite
lAmase también esperanza matematica de la variable aleatoria, pero
nosotros no utilizaremos este término.)

Designemos por X.(N)el valor medio del umbral de percolacion de una rejilla
protectora compuesta por N nudos. La variable x.(N) no es aleatoria, sino
cierta. Su dependencia de N es una regularidad sobre la cual debemos
reflexionar.

Una caracteristica importante de la variable aleatoria x. también es la

desviacion 9; de los valores de x; respecto al valor medio:
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§; = x; — x. (V) (2)

Las propias desviaciones 0; varian de un experimento a otro y por eso
debemos elegir la variable que caracterice sus propiedades "por término
medio". En calidad de tal variable no se puede elegir la media aritmética, ya

que en el limite Q -> o la misma tiende a cero. Efectivamente,

51+52+"'+6Q_x1+x2+"‘+xQ

Q Q

- xC(N)

Pero cuanto mayor sea el valor de Q, tanto menos se distinguird el primer
término que integra el segundo miembro de dicha igualdad, de su segundo
término, lo cual precisamente demuestra la afirmacion aducida. Tal resultado
estad relacionado con el hecho de que las desviaciones del valor medio
ocurren obligatoriamente tanto hacia uno como hacia otro lado y por término
medio se compensan reciprocamente.

Podriamos elegir la media aritmética de la variable no negativa |Ji|, sin
embargo, el procedimiento generalmente admitido consiste en el célculo de
la varianza 8%(N) que es la media aritmética de los cuadrados de las
desviaciones (cuando Q -> ), los cuales, naturalmente, también son

ndmeros no negativos:

52 + 82 + -+ 53

§2(WV) = 0

(3)

La variable 8(N) = [0%°(N)]¥? se denomina desviacion cuadratica media de la
variable aleatoria. Esta precisamente caracteriza la desviacion tipica de las
variables x; respecto a su valor medio x.(N). Es natural que la variable d(N)
también depende del numero total de nudos de la rejilla N.

Hablando con rigor, X es una variable aleatoria discreta, ya que resulta de
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dividir el numero de nudos no bloqueados, entre la cantidad total de nudos N
por eso la misma soélo concierne a los valores que se convierten en numeros
enteros después de multiplicarlos por N. Designemos por Xk los diversos
valores posibles de la variable aleatoria Xc.

El valor medio de xc(N)puede ser expresado a través de las probabilidades
P(xk) de que la variable aleatoria x. adquiera el valor de xx. Recordemos que
en la formula (1) se suman todos los valores de Xx; obtenidos como resultado
de Q experimentos. Ademas, todos esos valores pueden encontrarse muchas

veces. La féormula (1) se puede escribir de la forma siguiente:

X101 +x,Q1 + -

(4)

donde se suman todos los valores diferentes de xx que puede adoptar la
variable x; (jningun valor de xx en esta suma se repite dos veces!). El
numero Qg indica cuantas veces se ha encontrado el valor de xx en la serie
de Q experimentos.

La variable Q/Q es la frecuencia relativa de aparicion del valor de xx. Con
valores muy grandes de Q, esa variable se convierte en la probabilidad P(xx).
Por definicion, con grandes valores de Q, el primer miembro de la férmula

(4) se transforma en Xx.(N). Por esta razén

xc (W) = x;P(x1) + x,P(x3) + - (5)
es decir, el valor medio es igual a la suma de todos los valores que puede
adoptar la variable aleatoria, multiplicados por su probabilidad. De modo

analogo

§2(WV) = (x1 — xC(N))ZP(xl) + (xz — xC(]\/‘))ZP(xZ) + .. (6)
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En las formulas (5) y (6) se suman todos los valores posibles que puede
adoptar la variable aleatoria X.. con la particularidad de que cada uno de
ellos se encuentra sélo una vez en la suma.

Por definicién, Q; + Q2> + ... = 0, es decir, de la definicion P(xx) se deduce
P(x;)+P(xy) +--=1 (7

La suma de probabilidades de todos los valores que puede adoptar la

variable aleatoria es igual a la unidad.

¢Para qué se necesita una rejilla grande?

En el problema del pequefio cubo "honesto"™ fue muy facil calcular la
probabilidad de que la variable aleatoria adopta uno u otro valor. Sin
embargo, las propiedades de la variable aleatoria X son mucho mas
complicadas.

Al final del capitulo siguiente se muestra como se resuelve el problema
respecto a una rejilla en forma de cuadrado de 2 x 2 nudos (N = 4). El
resultado consiste en que la variable aleatoria X. s6lo puede adoptar dos
valores: /> y /4. Adoptando el primer valor con la probabilidad P (}/2) = %/s,
el segundo lo adopta con la probabilidad P(*/4) = /5. Con arreglo a las
formulas (5) y (6) (donde las sumas soélo incluirdan dos términos), x.(4) =
5/12, y 8(4) = /1,

Armandose de paciencia, también es posible resolver el problema de 3 x 3
nudos (N = 9). La experiencia demuestra que los esfuerzos necesarios
crecen extraordinariamente al aumentar el lado del cuadrado incluso en un
nudo. No obstante, representan interés principalmente las propiedades de las
rejillas que contienen gran numero de nudos, por ejemplo, 10'°. Tales rejillas
pueden servir de modelo las peliculas integradas por atomos. Efectivamente,
por reglas general, la distancia entre los atomos en sustancias condensadas

(liquidos y cristales) es del orden de 3 x 10 cm. Por eso una pelicula de 1
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cm? del area es tan fina que los 4&tomos ocupan solamente una capa, es
decir, consta de 10*° &tomos aproximadamente.

El problema acerca de la determinacién de la probabilidad de que el umbral
de percolacion de una rejilla de numero muy grande de nudos N adopte uno
u otro valor, es el problema central de la teoria de percolacion. En mayor o
menor medida, ese problema se examina en casi todo el libro. Ahora
seflalemos, practicamente sin demostracion, la propiedad mas importante

del referido problema, que es la clave para comprenderlo en general:

La desviacion cuadratica media 0(N) disminuye con arreglo a
la ley exponencial al crecer el nUmero N de nudos, tendiendo a

cero cuando N->co

Esta propiedad se expresa mediante la formula

C
7 (8)
Nz

(W) =

donde C = 0,54 y v = 1,3. (La magnitud v llAmase indice del radio de
correlacién. La misma se examina detalladamente en la tercera parte del
libro.)

La féormula (8) no puede ser el resultado del experimento de B. P. Watson y
P. L. Leath. Para obtenerla fue necesario utilizar rejillas de diversos valores
de N y realizar muchos experimentos con un solo N. Ademas, la férmula (8)
es el resultado de las investigaciones tedricas que se analizan en la tercera
parte del libro.

De la formula (8) se deduce que cuanto mas nudos contenga la rejilla, tanto
menos diferirdn entre si los resultados de los experimentos que utilizan
diversas sucesiones arbitrarias de los nudos bloqueados.

¢Por qué es asi? El hecho consiste en que en una rejilla bastante grande se
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encuentran numerosas configuraciones de nudos enteros bloqueados. En
diversos experimentos, tales nudos parece como si cambiaran de lugar. Por
€so0, cuanto mayor sea N tanto menor importancia tendra la casualidad. Una
rejilla infinita contiene una cantidad infinita de rejillas grandes, por lo cual,
para ella la casualidad no desempefia ningun papel en general, y la variable

Xc No es aleatoria, sino cierta, y equivale a
= [li N
xe = lim x.(V)

Precisamente esta variable limite se denomina, en efecto, umbral de
percolaciéon. Y precisamente para ella realizaron el experimento B. P. Watson
y P. L. Leath. De lo contrario ¢para qué era necesario utilizar una rejilla que
contuviera casi 19000 nudos?

jPodian haber usado una de 2x2!

Enunciemos ahora el resultado mas importante de este capitulo:

En un sistema infinito es justa la nocién de umbral de
percolaciéon estrictamente determinado, que no depende de la
sucesion arbitraria de los nudos bloqueados, utilizada en el
experimento. En un sistema finito no existe un umbral
estrictamente determinado, sino que hay el llamado campo
critico cuyo ancho es del orden de 0(&) y en el que figuran los
valores de X. obtenidos en la mayoria de los experimentos con
diversas sucesiones arbitrarias. Con el aumento de las

dimensiones del sistema, ese campo se reduce a un punto.
Sin embargo es preciso tener en cuenta que la dependencia del tamafo del

sistema so6lo es importante si tratamos de simular artificialmente el

fendbmeno (por ejemplo, mediante una rejilla pantalla). Por lo general, la
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teoria de percolacién se aplica a los sistemas cuyos elementos integrantes
poseen dimensiones muy pequenas. (Por ejemplo, esos elementos pueden
ser atomos (véase el capitulo 3). Como ya fue dicho, j1 cm? de capa
monoatémica contiene N = 10*® elementos, y 1 cm®, N= 10%* elementos! Tal
sistema puede ser considerado, con gran precisiéon, como infinito, sin prestar
atencion a la imprecision del umbral de percolacion, relacionada con su
tamano.)

El problema que resolvian B. P. Watson y P. L. Leath se denomina problema
de los nudos (debido a que precisamente estos ultimos son los elementos
aleatorios). A él se reduce una serie de problemas cientificos, uno de los
cuales (sustancia ferromagnética con impurezas) se examina en el capitulo
3.

Aun se desconoce el valor preciso del umbral de percolaciéon para este
problema. La magnitud X.(N) se determina con grandes valores de N,
utilizando un ordenador o mediante los llamados experimentos analogos
parecidos al experimento de B. P. Watson y P. L. Leath. (Su técnica puede
ser muy variada.)

Segun el cambio de x.(N) al variar N se puede apreciar en cuanto se asemeja
el resultado obtenido al valor limite buscado. La comparacion de los
resultados obtenidos a base de procedimientos diferentes permite suponer
que el numero 0,59, segun su escritura exacta (dos signos después de la
coma), es preciso (aungue de antemano no se sabe si el niUmero de nudos N
= 1372 es suficiente para eso), pero, por supuesto, que X. puede precisarse
infinitamente a expensas de los signos situados después de la coma. (Véase

el ejercicio 5).

Ejercicios
1. Determinemos la variable aleatoria discreta a como el numero de la cara
de un cubo hexaédrico, la cual quedd dirigida hacia arriba después de lanzar

el cubo. Hallar el valor medio de la variable a.
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2. Definamos el umbral de percolacion como el valor de x con el cual surge la
percolacién de arriba abajo, pero no de izquierda a derecha. ¢(Variaran en
este caso los resultados de los experimentos, Xc(N) y X:.? Considerar que la
rejilla es cuadrada.

3. Esa misma pregunta pero a condicién de que por umbral de percolacion ha
sido elegido el valor minimo de x con el que existe percolaciéon tanto de
izquierda a derecha como de arriba abajo.

4. Esa misma pregunta pero a condiciéon de que por umbral de percolacion ha
sido elegido el valor maximo de x con el que no se observa percolacién tanto
de izquierda a derecha como de arriba abajo.

5. Valiéndose de la férmula (8) calcular la desviacién cuadréatica media que
corresponde a las condiciones del experimento de B. P. Watson y P. L. Leath
(N = 137%). (Con qué precision se puede contar si sélo se ha realizado un
experimento?

Indicacion: En principio, el resultado de un experimento puede diferenciarse
mucho del valor medio de x.(N). Pero utilizando la funcién de distribucion de
los umbrales de percolacién, expuesta mas abajo (formula (6) del capitulo
2), se puede demostrar: la probabilidad de que el resultado del experimento
arbitrariamente elegido se encuentre en el intervalo desde x.(N) - & hasta
x:(N) + 9, equivale a 0,7 aproximadamente. Cuanto mayor sea N, menor

sera 0 y tanto mas pequefia sera la "desviacion tipica" del valor medio.
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Capitulo 2**
Reglas fundamentales de calculo de las probabilidades y variables

aleatorias continuas

Contenido:
Acontecimientos y sus probabilidades
Adiciéon de las probabilidades
Multiplicacion de las probabilidades
Ejercicios
Umbral de percolacion en una rejilla de 2 x 2
Ejercicio
Variable aleatoria continua
Ejercicio
Umbral de percolacion como variable aleatoria continua

Ejercicio

En este libro, dedicado a las regularidades de la ley del desorden, los
conceptos de probabilidades y variables aleatorias se utilizan con amplitud.
Parcialmente, los mismos ya fueron introducidos en el capitulo anterior, asi
que el lector que no tenga deseo de estudiar a fondo el sentido matematico
del problema, puede limitarse a la asimilacion de los referidos conceptos,
omitiendo tanto el capitulo 2 como todos los demas capitulos y apartados
marcados con dos asteriscos. Pero quienes quieran seguir la resolucion de
una serie de interesantes problemas matematicos expuestos en el libro, y
tener una idea mas profunda en cuanto a la teoria de percolacion, deben
conocer las reglas de adicion y multiplicacibn de las probabilidades

examinadas en este capitulo.

Acontecimientos y sus probabilidades

El concepto de probabilidad se utiliza no sélo cuando se trata de valores
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numéricos adoptados por una variable aleatoria. Pueden examinarse
cualesquier experimentos que proporcionaron resultados aleatorios. Los
diversos resultados de los experimentos se denominan acontecimientos o
sucesos. Llamase frecuencia relativa de aparicion de un acontecimiento la
relacion entre el numero de experimentos que condujeron a dicho
acontecimiento, y el numero total de experimentos. El limite hacia el cual
tiende la frecuencia relativa de aparicion de un acontecimiento al aumentar
infinitamente el nimero de experimentos, se denomina probabilidad del
acontecimiento.

Ejemplo. En un cajéon colocaron igual nUmero de bolas rojas, verdes y azules.
Luego las mezclaron y sacaron al azar una de ellas. ¢(Cual es la probabilidad
del acontecimiento que consiste en que la bola sacada sea roja? A diferencia
del experimento con el cubo, en este caso los acontecimientos se distinguen
no cuantitativa, sino cualitativamente (por el color de la bola). Pero debemos
razonar con arreglo al mismo esquema. Como el numero de bolas de cada
tres colores es igual, la bola roja sera sacada en un tercio de todos los
experimentos. Por eso la probabilidad buscada constituye /5. Las
probabilidades de sacar una bola azul y una verde también equivalen a /.
Segun la definicion, la probabilidad es una magnitud que varia de cero a la
unidad. Por ejemplo, el acontecimiento que consiste en sacar una bola azul
de un cajon en el que sélo hay bolas rojas, posee probabilidad nula. Sin
embargo, la probabilidad de sacar de ese mismo cajén una bola roja, es igual
a la unidad. El acontecimiento cuya probabilidad equivale a la unidad, ya no
se denomina acontecimiento aleatorio, sino que acontecimiento cierto.

El concepto de probabilidad desempeia un papel muy importante al aclarar
las regularidades del mundo de los procesos aleatorios. A menudo la
regularidad resulta realmente enterrada bajo la casualidad. Imaginese que,
segun la informacién proporcionada por una casa de maternidad, Ud. trata
de establecer las regularidades de nacimiento de varones y de hembras.

Ante Ud. se halla una sucesion arbitraria del tipo VHVVVVHVHH ... A veces le
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parece que los varones nacen mas a menudo, y a veces, al revés. Su amigo
le asegura que "ahora so6lo nacen hembras". Esa afirmacion puede estar
relacionada con el hecho de que nacieron hembras en tres familias que él
conoce.

No obstante, existe cierta regularidad. La probabilidad de nacimiento de un
varon corresponde a la probabilidad de nacimiento de una hembra, como
51,5 a 48,5. En paises tan grandes como la URSS y los EE.UU., dicha
regularidad se cumple bastante bien, incluso si se examinan los datos de un
solo afno.

A diferencia del problema de las bolas de varios colores, la resoluciéon tedrica
del problema de nacimiento de hembras y varones es mucho méas complejo.
Sin embargo, los datos estadisticos aqui expuestos reflejan las propiedades

absolutamente determinadas y bien estudiadas de la fisiologia humana.

Adicion de las probabilidades

Los acontecimientos se denominan incompatibles si no pueden ser
observados en un mismo experimento. Por ejemplo, el acontecimiento que
consiste en que se ha sacado una bola roja, es incompatible con el
acontecimiento que consiste en que se ha sacado una bola azul, ya que,
segun las condiciones del problema, en un mismo experimento sélo se puede
sacar una bola: roja, azul o verde. También son incompatibles los
acontecimientos que consisten en que un lanzamiento del cubo proporcione
el nimero 5y el 2.

Demostremos dos importantes propiedades de las probabilidades.

1. regla de adicién. La probabilidad de que suceda un acontecimiento
cualquiera (es lo mismo cual), entre varios acontecimientos incompatibles,
equivale a la suma de las probabilidades de tales acontecimientos.
Supongamos que es necesario hallar la probabilidad de que el lanzamiento
del cubo proporcione el numero 3 o el 4. El nUmero de experimentos en los

que surgieron los valores que nos interesan, es igual a la suma del numero
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de experimentos que proporcionaron el valor 3 mas el numero de
experimentos que proporcionaron el valor 4. Por definicién, para hallar la
probabilidad buscada hay que dividir esa suma entre el niumero total de
experimentos Q y pasar al limite cuando Q->c. Puesto que el limite de cada
término de la suma, dividido entre Q, es igual a la probabilidad de obtener
uno de los numeros que nos interesan, la probabilidad buscada equivale
realmente a la suma de las probabilidades de obtencién de cada uno de los
nameros. Por consiguiente, la probabilidad de que aparezca un 3 o un 4
equivale a 1/6 + 1/6 = 1/3. La probabilidad de que aparezca un 1, oun 2, o
un 3,oun 4 esiguala l1l/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = 2/3. Pero la probabilidad de
que aparezca un 1, oun 2, oun 3, 0un 4, oun 5, o un 6 equivale a 1/6 +
1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1. Este resultado es un caso particular de la
segunda propiedad.

2. Llamaremos sistema completo de acontecimientos el conjunto de
acontecimientos incompatibles que agota los posibles resultados de un
experimento dado. Por ejemplo, en el experimento del cubo, al sistema
completo de acontecimientos pertenecen los acontecimientos que consisten
en el hecho de que seran obtenidos los numeros 1, 2, 3. 4, 5y 6. La
segunda propiedad consiste en lo siguiente:

La suma de probabilidades de los acontecimientos que forman un sistema
completo es igual a la unidad. De acuerdo con la primera propiedad, esta
suma equivale a la probabilidad de que suceda cualesquiera de los
acontecimientos que forman el sistema completo. Pero segun la definicion de
sistema completo, uno de esos acontecimientos ocurrira obligatoriamente.
(En el ejemplo del cubo esto significa que cualquier niumero de los seis
posibles aparecera obligatoriamente.) El acontecimiento que sucede sin falta
es cierto y su probabilidad equivale a la unidad. Eso es precisamente lo que
demuestra la segunda propiedad. (En el caso del cubo, tal acontecimiento
estipula que la suma de probabilidades de los seis valores posibles es igual a

la unidad.)
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Con arreglo a las probabilidades de diversos valores que puede adoptar
cualquier variable aleatoria, dicha propiedad fue enunciada en forma de
féormula (7) en el capitulo 1.

En ciertos casos la estipulacion respecto a la incompatibilidad de los
acontecimientos puede ser considerable al aplicar la regla de adiciéon de las
probabilidades. Examinemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Cinco tiradores disparan al blanco simultaneamente. La calificacion
de los tiradores es igual: cada uno de ellos bate el blanco con una
probabilidad de 1/3. (Cual es la probabilidad de que por lo menos uno de los
tiradores dé en el blanco?

Es necesario hallar la probabilidad de que suceda uno de los cinco
acontecimientos (es lo mismo cual): que dé en el blanco el primer tirador, el
segundo, etc. Surge la idea de aplicar la regla de adicibn de las
probabilidades. Conforme a esta regla, la probabilidad de que uno de los

tiradores dé en el blanco equivale a la suma de las probabilidades:

P=1/3+1/3 +1/3 +1/3 +1/3 = 5/3

Hemos obtenido un resultado evidentemente absurdo. La probabilidad
resulté mayor que la unidad, lo cual no tiene absolutamente sentido. (Ddnde
esta, pues, el error? Recordemos que la regla de adicibn se enuncia
solamente para los acontecimientos incompatibles. (Y acaso no pueden dar
en el blanco varios tiradores a la vez? Claro que si. Eso es un ejemplo tipico
de acontecimiento compatible. Precisamente por ello no se puede aplicar la
regla de adicion.

Para resolver el problema de los tiradores es preciso aplicar la regla de
multiplicacion de las probabilidades, la cual serd enunciada en el siguiente

apartado.

Multiplicacion de las probabilidades
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De nuevo lanzamos un cubo (dado) hexaédrico. La pregunta a que ahora
debemos responder consiste en lo siguiente. Lanzamos el cubo dos veces
seguidas y obtenemos dos numeros. ¢(Cudal es la probabilidad de que esos
dos numeros sean 6 y 4, ademas, que aparezcan precisamente en dicha
sucesion: primero 6 y después 4?

El esquema de resolucién es ordinario. Se realizan Q experimentos (cada uno
de dos lanzamientos) y se determina el niumero de experimentos que dieron
el resultado requerido. Al principio elijamos los experimentos en los que el
primer lanzamiento dio 6. y el segundo, no importa qué. Ya conocemos este
problema. En vista de que todas las caras del cubo son iguales, al realizar el
primer lanzamiento, el numero 6 (al igual que cualquier otro numero de 1 a
6) aparecié en una sexta parte de los experimentos, es decir, en la primera
etapa hemos elegido Q1 = Qs experimentos. (Se tiene en cuenta que el
namero Q es muy grande, por eso las desviaciones aleatorias del valor de Q1
son pequenas.) Ahora es necesario elegir los experimentos en los que el
segundo lanzamiento proporciond el niumero 4. En el segundo lanzamiento,
la aparicion de todos los numeros también es equiprobable. Por eso el
ndmero 4 aparecié en una sexta parte de los experimentos. Asi, la cantidad

de experimentos en los que después del numero 6 aparecio6 el 4, es igual a

Q:=1YsxsxQ

mientras que la probabilidad de tal acontecimiento constituye

QZ/Q = 1/6 X 1/6 = 1/36

Compliguemos el problema. Supongamos que el experimento consta de tres
lanzamientos y hay que buscar la probabilidad de que el referido
experimento ha dado tres numeros en una sucesion determinada, por

ejemplo, 4, 5y 1 o bien 6, 6 y 6. Razonando de tal manera hallaremos que
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el numero de experimentos que proporcionan el resultado buscado
constituye Qs = /¢ Q> = /s x /s x /s Q, mientras que la probabilidad de tal
resultado es Qz/Q = /g x s x 6 = /216

Examinemos un ejemplo mas. Supongamos que de cada diez mil bicicletas
producidas por una fabrica, una bicicleta tiene defectos en el casquillo
delantero, y dos bicicletas, en el casquillo trasero. Es decir, la probabilidad
de que la bicicleta elegida al azar tenga defectos en el casquillo delantero
constituye /10000, Y en el trasero, */10000. Supongamos que los casquillos
delanteros y traseros se fabrican en distintos talleres y la presencia de
defectos en uno de ellos no aumenta y no disminuye la probabilidad del
defecto de otro. Es necesario hallar la probabilidad de que la bicicleta elegida
al azar tanga defectos en ambos casquillos. Debemos razonar igual que en
los casos anteriores. Entre Q bicicletas elijamos las que tienen defectos en el
casquillo delantero. Su nimero constituye %/10000. De éstas elijamos las que
también tienen defectos en el casquillo trasero. Obtendremos (“/10000) X
(%/10000), La probabilidad buscada es igual a (*/10000)-(*/10000) = 2 x 1078.

En ambos ejemplos fueron dadas las probabilidades de varios
acontecimientos y era necesario hallar la probabilidad de que esos
acontecimientos surgieran conjuntamente, es decir, en un mMismo
experimento. Los resultados obtenidos pueden ser enunciados en forma

general.

La probabilidad de que surjan a la vez varios acontecimientos
es igual al producto de las probabilidades de esos

acontecimientos.

Esta regla requiere un complemento importante. En todos los ejemplos
figuraban acontecimientos independientes. Dos acontecimientos se llaman
independientes si la realizacion de uno de ellos no se refleja en la

probabilidad de realizacion del otro. Por ejemplo, el hecho de que en el
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primer lanzamiento del cubo aparecié el numero 6, no se refleja de ningun
modo en la probabilidad de que en el segundo lanzamiento aparezca el
ndamero 4; la existencia de defectos en el casquillo delantero no se refleja en
la probabilidad de que también sea defectuoso el casquillo trasero.

Es facil entender que la independencia de los acontecimientos es muy
importante para deducir la regla de multiplicacién de las probabilidades.
Examinemos otra vez el ejemplo de las bicicletas y supongamos que la
independencia de los acontecimientos ha sido alterada del siguiente modo.
Los casquillos delanteros y traseros de cada bicicleta se arman
simultdneamente, pero la probabilidad de que se provoquen defectos en
ciertos dias es mayor que en otros. En este caso la presencia de defectos en
uno de los casquillos aumenta la probabilidad de que se manifiesten defectos
en otro casquillo, ya que también aumenta la probabilidad de que dicha
bicicleta se haya fabricado en dias desafortunados. Por esta razén crece la
probabilidad de que ambos casquillos sean defectuosos.

Para comprender eso mejor, examinemos un caso extremo: supongamos que
todos los defectos se provocan en dias determinados. Todas las bicicletas
fabricadas en esos dias tienen defectos en el casquillo trasero, ademas, la
mitad de dichas bicicletas también tienen defectos en el casquillo delantero.
Entonces, la probabilidad de que la bicicleta elegida al azar (entre las
bicicletas fabricadas en un afno) tenga defectos en ambos casquillos, equivale
a la probabilidad de que sea defectuoso el casquillo delantero, es decir,
constituye 1/10000, y de ningin modo 2 x 1078 Asi pues, la regla de
multiplicacion de las probabilidades sélo es justa para acontecimientos
independientes.

La regla de multiplicacion permite resolver con facilidad el problema de los
cinco tiradores enunciado en el apartado anterior. Recordemos la condicion:
cinco tiradores disparan al blanco simultdneamente, y la probabilidad de dar
en él constituye !/; para cada uno de los tiradores. Hallar la probabilidad de

que dé en el blanco por lo menos uno de ellos.
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El procedimiento mas facil para resolver este problema es hallar la
probabilidad de que ninguno de los tiradores dé en el blanco (designemos
esa probabilidad por Pp). Como los impactos en el blanco proporcionados por
distintos tiradores han de considerarse como  acontecimientos
independientes, la probabilidad Py es igual al producto de las probabilidades
de que no dé en el blanco ninguno de los tiradores. El acontecimiento que
consiste en que cierto tirador dé en el blanco, y el acontecimiento que
consiste en que ese tirador no dé en el blanco, constituyen un sistema
completo de acontecimientos. La suma de las probabilidades de esos dos
acontecimientos es igual a la unidad. Si la probabilidad de que el tirador dé
en el blanco es igual a /s, la probabilidad de que él no dé en el blanco
equivale a 1 - /3 = %/5.

Por lo tanto, la probabilidad de que los cinco tiradores no den en el blanco

constituye

Po = %/3 X %/3 X ?/3 X %/3x /3 = (®13)°
El acontecimiento que consiste en que ninguno de los tiradores dé en el
blanco, y el acontecimiento que consiste en que dé en él por lo menos uno

de los tiradores, constituyen un sistema completo de acontecimientos. Por

eso la probabilidad buscada P satisface la ecuacion

P+Py=1

de donde se deduce que

P=1-Py=1-(%s)°~ 0,87

Ejercicios

1. En una rejilla que contiene N nudos estan bloqueados N' nudos. ¢(Cudl es
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la probabilidad de que el nudo elegido arbitrariamente resulte blogueado?
¢No bloqueado?

2. Hallar la probabilidad de que tres lanzamientos del cubo (dado), realizados
consecutivamente, den tres numeros, 1, 2 y 3, en cualquier sucesion. Den
los numeros 1, 2 y 2 en cualquier sucesion.

3. El primer taller fabrica buenas piezas, con una probabilidad de 0.8, y el
segundo, con una probabilidad de 0,9, Elijamos al azar 3 piezas del primer

taller y 4 del segundo. Hallar la probabilidad de que las 7 piezas son buenas.

Umbral de percolacién en una rejilla de 2 x 2

Los datos de la teoria de las probabilidades, expuestos mas arriba, son
absolutamente suficientes para investigar el problema de percolaciéon en una
rejilla cuadrada integrada por 4 nudos (N = 4).

La Figura 2 ilustra el experimento con una rejilla de 2 x 2. Los numeros de
los cuatro nudos se han escrito en distintos papeles, los cuales fueron
metidos en una gorra y mezclados. Supongamos que la primera vez se saco
el papel con el numero 1 y resulté bloqueado el primer nudo (Figura 2, b).
(El esquema de razonamientos y los resultados finales no cambian en
absoluto si la primera vez resulta blogueado un nudo con otro numero. El
hecho es que en las rejillas de cuatro nudos todos los nudos ocupan
posiciones equitativas.) Si la segunda vez resulta bloqueado el nudo 2. la
corriente no cesara (Figura 2, c¢), ésta fluira por el conductor inferior.

Una vez bloqueado el tercer nudo (el 3 o el 4), la corriente, por supuesto,
cesara y sera registrado el hecho de que la parte critica de los nudos no
bloqueados es igual a /4. Pero si la segunda vez resulta bloqueado el nudo 3
o el 4, la corriente cesara y la parte critica constituira '/, (Figura 2,d y e).
Asi pues, el umbral de percolacion X, es una variable aleatoria discreta que
adopta los valores de '/, y /.. Calculemos la probabilidad P de que dicha

variable adopta cada uno de los referidos valores: P(*/4) y P(*/.).
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Figura 2. Calculo de la rejilla 2 x 2 .a) Rejilla inicial; b) esta bloqueado un
solo nudo; c. d, e) estan bloqueados dos nudos. En el caso c, la corriente se
interrumpe solamente después del bloqueo del tercer nudo, de esta manera
X = 1/4. En los casos d y e la corriente se interrumpe después del blogueo

del segundo nudo, asi que x. = /4. Los tres casos c, d y e son equiprobables.

Todo depende de qué nudo sera blogueado el segundo. Si es el nudo 2,
entonces x. = /4 y si es el nudo 3 o el 4, entonces x. = */,. Por lo tanto, la
probabilidad P(*/,) es igual a la probabilidad de que el segundo nudo
bloqueado sea el 2, mientras que P(}/») equivale a la probabilidad de que el
segundo nudo bloqueado resulte el 3 o el 4. Después del bloqueo del nudo 1,
los tres nudos restantes tendran igual probabilidad de ser bloqueados la
siguiente vez. La suma de las tres probabilidades es igual a la unidad, puesto
que esos tres acontecimientos forman un sistema completo. Por
consiguiente, cada una de las probabilidades es igual a /.

Asi pues, la probabilidad de que el siguiente nudo bloqueado sea el 2, es
igual a /5. Pero si el nudo 2 es el siguiente, entonces x. = /4. Por lo tanto,

la probabilidad de que x. = /4 constituye /s, es decir, P(*/,) = /5. Ahora
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hay que hallar la probabilidad de que la segunda vez ser&a bloqueado el nudo
3 o0 el 4. De acuerdo con la regla de adicién de las probabilidades, la referida
probabilidad equivale a la suma de las probabilidades: /s + /3 =2/5. Esta es
precisamente la probabilidad de que x. adquiera el valor de '/,, por
consiguiente, P (}/2) = 2/5. Como sélo son posibles dos valores de x. ha de
cumplirse la igualdad P(*/2) + P(*/4) = 1.

Efectivamente, P(*/,) + P(*/4) = %/5 + /5 = 1.

Es facil pronosticar el valor medio del umbral de percolacion x. (4). Conforme

a la formula (5) del capitulo 1,
Xe (4) = Yo x P(M2) + Yo x P(a) = o x 23+ Hax M5 =211
Este namero difiere considerablemente del valor del umbral de X
xe = Jim x (V)
que como ya se habia dicho es igual a = 0,59

Es facil calcular la varianza del umbral de percolacién. Con arreglo a la

férmula (6) del capitulo 1,
2 2
62 = (Yo =512) %3+ (Ya=5%2) V3=
La desviacion cuadratica media

52(a) =2/,

Ejercicio

1. Repitan los razonamientos suponiendo que la primera vez fue bloqueado
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el nudo 3.

Variable aleatoria continua

Hasta ahora han sido examinadas las variables aleatorias discretas. Pero
también existen variables aleatorias continuas que pueden adoptar cualquier
valor en cierto segmento del eje numeérico.

Supongamos que la variable aleatoria a puede adoptar todos los valores de y
que se encuentran en el campo de A aB (A <y < B), teniendo en cuenta
que ella adopta algunos valores a menudo, y otros, rara vez. Para describir
esto matematicamente, se introduce la funcion de distribucion f(y)de la
variable aleatoria a.

La propiedad fundamental de la funcién de distribucion consiste en lo
siguiente: si los puntos A; y Bi1 se encuentran dentro del intervalo (A, B),
ademas, si Ax < By, entonces la probabilidad de que el valor de la variable
aleatoria resulte en el intervalo A; < y < B; es igual a la superficie limitada
por el grafico de la funcién f(y), el eje de abscisas y las perpendiculares
levantadas en los puntos A; y B; (en la figura 3 esa superficie esta
sombreada).

Quien conoce el célculo integral comprendera que dicha probabilidad

(designémosla por P(A1, B1) puede ser expresada por la formula

P(A;,B,) = f FO)dy
A4
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Figura 3

Como todos los valores de la variable aleatoria se encuentran en el intervalo
(A, B) y la misma adopta obligatoriamente alguno de ellos, la superficie

buscada es igual a la unidad. Con otras palabras,
B
PaB) = [roay=1 @
A

A veces esta igualdad se denomina condicion de normacién de la funcién de
distribucion.

La figura cuya superficie se expresa por la integral (1), llamase trapecio
curvilineo (véase la figura 3). Si el intervalo (A1, B1) es tan pequefio que la
funcion de distribucién en su interior practicamente no puede variar, el
trapecio curvilineo puede ser sustituido por un rectangulo con altura f(yi)

donde y; es cualquier punto del intervalo (A1, B1). En este caso
P(41,By) = f(y,)A 2

donde A = B3 - A; es la anchura del intervalo (A1, B1).

En la literatura matemaéatica, la funcion f(y) se llama densidad de
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probabilidad. Como se deduce de la féormula (2), con pequefia anchura del
intervalo (js6lo en este caso es aplicable dicha férmulal), la probabilidad de
que la variable aleatoria resulte dentro de él es directamente proporcional a
la anchura del mismo. La funcién f(y) es la probabilidad dividida entre la
anchura del intervalo, o bien la probabilidad correspondiente a la unidad de
longitud de este ultimo, o, con otras palabras, la densidad de probabilidad.
Pero los fisicos prefieren més el término "funcidn de distribuciéon®.

Escribamos las formulas (5) y (6) del capitulo 1, para el valor medio y la

varianza en el caso de una variable aleatoria continua, de la forma siguiente:

B

a= f yf(y)dy 3)

A
62 = f(y —a)* f(y) dy 4)
A

donde a es el valor medio de la variable aleatoria a.

Daremos un ejemplo de funcién de distribucién.

Distribuciéon uniforme. La variable aleatoria continua adopta, con igual
probabilidad, todos los valores desde cero hasta la unidad y no puede
adoptar otros. Es evidente que la funcion f(y) no dependa de y dentro del

intervalo (0, 1), y que la misma sea igual a cero fuera de ese intervalo
(Figura 4).
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Figura 4

Su valor dentro de este ultimo se puede hallar facilmente a partir de la
condiciéon de normacion (1). En este caso A = 0, B = 1, y el trapecio
curvilineo se transforma en un rectdngulo cuya superficie constituye fo 1,
donde fo es el valor de la funcién dentro del intervalo, mientras que la
anchura de éste es igual a 1. De la condicion de normacion se deduce que

forl = 1, es decir, fp = 1.

lcuando0<y <1

Ocuandoy >1ey <0 )

fo={

Ejercicio
5. Asi pues, la variable aleatoria continua a adopta, con igual probabilidad,
todos los valores desde - 1 hasta + 1. Hallar la probabilidad de que ella se

encuentre en el intervalo de -3/, a -1/,

Umbral de percolacién como variable aleatoria continua

Hablando en rigor, el umbral de percolacibn es una variable aleatoria
discreta, ya que todos los valores que la misma puede adoptar se convierten
en numeros enteros al ser multiplicados por el niumero total de nudos N. Pero

con grandes valores de N es muy pequefa la diferencia de los préoximos
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valores posibles de dicha variable aleatoria (ésta es igual a N''). Por eso en
el caso mas importante, cuando el niumero de nudos sea grande, el umbral
de percolaciéon X, puede ser considerado, con buena exactitud, como una
variable aleatoria continua que adopta todo género de valores situados
dentro de cierto intervalo en el eje numérico. Entonces la variable x. ha de
ser caracterizada por la funcién de distribucion f(y). En este apartado se
describe el aspecto que adquiere la funcién f(y) con grandes valores de N.

La funcidén de distribucién de los valores de umbral de x. debe depender del
namero N de nudos de la rejilla utilizada en los experimentos. Por eso sera
mas correcto designar por fy(y) la funcion de distribucién. Por variable y
conviene entender no el propio valor de umbral, sino su desviacién del valor
medio de x.(N). Entonces fy(y)A sera la probabilidad de que el valor de
umbral, obtenido en cierto experimento, difiere del valor medio de x:(N) en
una variable situada en el pequefio intervalo A cerca del valor de y. Segun la
definicion, el valor medio, calculado con ayuda de la funcion fy(y) y por
medio de la formula (3), es igual a cero.

En la figura 5 esta representada la funciéon fy(y) para tres valores distintos de
N. Como se deduce de la figura, con el aumento del nimero N de nudos, la
funcion de distribucion se hace cada vez méas aguda. Eso significa que las
desviaciones del valor medio (jrecordemos que éste se considera igual a
cero!) se hacen cada vez menos probables con el aumento de N. De acuerdo
con la férmula (1) del apartado anterior, las superficies debajo de las tres

curvas en forma de campana deben ser iguales.
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Figura 5. Funciones fy(y)El nUmero de nudos N crece con el numero de la
curva. La linea de trazos indica la mitad de la altura de la curva 3, AN es la

semianchura de esta curva.

Con el aumento de N crece la altura maxima de las curvas y disminuye su
ancho. La anchura de la curva en forma de campana puede ser definida
como la distancia entre los puntos de interseccién de dicha curva con la recta
horizontal trazada a una distancia del eje de abscisas igual a la mitad de la
altura méaxima de esa curva (Figura 5). Designemos tal anchura por Ay la
cual suele llamarse semianchura.

Los valores del umbral de percolacion situados fuera de la semianchura de la
curva, tienen por lo menos una probabilidad dos veces menor que el valor
mas probable del umbral. Asi pues, la semianchura caracteriza la dispersiéon
tipica de los umbrales de percolacién, incluidas las desviaciones cuya
probabilidad es dos veces menor que la probabilidad en el maximo de la
curva fx(y).

Recordemos que, en esencia, la desviacion cuadratica media (capitulo 1)
contiene esa misma informacién. La misma no determina la desviacién cuya
probabilidad es justamente dos veces menor que la desviacibn maxima, sino
que determina la dispersion tipica de los valores de los umbrales de

percolacion.
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Para cualquier curva en forma de campana, los valores de AN y ON son
proporcionales entre si. pero el coeficiente de proporcionalidad depende del
tipo de curva. Los calculos realizados en ordenadores mostraron que la
funcion de distribucién de los umbrales de percolacion es una funcién de
Gauss (asi llamada en honor al gran matematico C. Gauss). Dicha funcidn

tiene el siguiente aspecto:

_ 1 y?
() = e exp (‘ ﬂ) (6)

a

Donde exp a = e” ; e = 2,72 es la base del logaritmo natural, representada
en la figura 5 para distintos valores de 0;. Como la funcién es simétrica
respecto al punto y = 0O en el que ella alcanza el valor maximo, la
semianchura AN puede ser hallada de la siguiente relacién (véase la Figura

5):
N 1
fr (3) =5/ (©
Utilizando la formula (6) obtenemos

AN = 2 (2 In 2) 2 3y

Segun la féormula (8) del capitulo 1, el valor de 0y se reduce a cero con
arreglo a la ley exponencial, si N-> oo. Eso significa que con el aumento
ilimitado del numero de nudos, la semianchura de la funcidén de distribucion
de los umbrales de percolacion tiende a cero, es decir, la propia funcion se
convierte en un pico evidente. Todos los valores del umbral de percolacion,
excepto uno, tienen una probabilidad nula. En relacién con esto, repetimos

otra vez la afirmaciéon fundamental del capitulo anterior: cuando N-> co, el
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umbral de percolacidén, siendo una variable aleatoria, se transforma en una

magnitud cierta.

Ejercicio

6. (jPara los que dominan el calculo integral!) Sustituyan la funcién fy(y) que
se determina mediante la formula (6), en las formulas (3) v (4) vy
demuestren que el valor medio de &, calculado con ayuda de dicha funcion,

es igual a cero, y que la varianza & constituye &%.
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Capitulo 3

Racimo infinito

Contenido:
Iman permanente
Sustancia ferromagnética con impurezas
Aparicion de un racimo infinito
Ejercicio
De nuevo el problema de los nudos
Iman permanente
Racimos con baja concentracion de atomos magnéticos

Ejercicios

En este capitulo de nuevo hablaremos del problema de los nudos de la teoria
de percolacién, pero esta vez ese problema sera enunciado de otro modo, en
el lenguaje de los racimos. Ademas sera examinado otro objeto: en vez de la
rejilla con nudos bloqueados, hablaremos de la sustancia ferromagnética con
atomos de impureza. Es un objeto mucho mas complicado, por eso conviene

detenerse en él aunque sea brevemente.

Iman permanente

Seguramente que casi todos saben por qué el niquel, el cobalto y algunos
otros materiales pueden ser imanes permanentes. Dicho fendmeno se explica
por el hecho de que los atomos que integran tales sustancias son, de por si,
imanes elementales, es decir, poseen momentos magnéticos.

Un sistema bien conocido, dotado de momento magnético, es la aguja de la
brajula. EI momento magnético es un vector. La aguja de la brdjula tiene
polo sur y polo norte, y su momento magnético se halla dirigido del polo sur
al polo norte, EI campo magnético exterior provoca el giro de la aguja de la

brajula hasta que la misma permanezca orientada a lo largo de las lineas
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magnéticas de fuerza. Asi mismo gira en el campo exterior cualquier
momento magnético. La aguja de la brdjula genera un campo magnético
exterior, y cualquier momento magnético genera otro campo magnético
absolutamente igual.

Ya a principios del siglo XIX fue aclarado que el manantial de magnetismo es

el movimiento de las cargas eléctricas, es decir, la corriente eléctrica.

=
Il

=
¥

Y g

Figura 6. Contorno con corriente y su momento magneético. electrénica.

El momento magnético es generado por esta corriente. Para el contorno
plano con corriente, representado en la figura 6, el momento magnético J se
determina mediante la féormula y =(1/c)IS, donde | es la intensidad de
corriente; S, la superficie del contorno, y c, la velocidad de la luz (en el
sistema de unidades CGS.). El vector esta dirigido perpendicularmente al
plano del contorno, ademas, de tal modo que la corriente fluya de derecha a
izquierda si miramos del lado hacia donde indica la flecha del vector.

Si el sistema se compone de varios contornos con corriente, entonces,
utilizando la regla del paralelogramo, es posible sumar los momentos
magnéticos de los contornos y hallar el momento magnético total del
sistema.

¢Como surge el momento magnético en los atomos? Segun es sabido, el
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atomo consta de un nucleo pesado y una capa electrénica.

El magnetismo de los cuerpos sélidos esta relacionado precisamente con el
momento de dicha capa (el ndcleo del atomo también puede poseer
momento magnético, pero aproximadamente mil veces menor que el
momento de la capa).

El momento de ésta se halla relacionado, en primer lugar, con el movimiento
de los electrones en torno al ndcleo pesado. A ese movimiento puede
oponerse cierta intensidad de corriente | y la superficie eficaz S. Ademas, la
mecdanica cuantica atribuye a cada electron un momento magnético
complementario denominado spin. Este ultimo no esta relacionado de ningun
modo con el caracter del movimiento del electrén, sino que es su propiedad
interior. Pero el momento de spin genera campo magnético al igual que un
momento ordinario. Lo mas a menudo el momento magnético sumario de las
capas electrénicas de los atomos que constituyen el cuerpo sélido, es igual a
cero. Sin embargo, las capas electronicas de algunas sustancias, tales como
el hierro, niquel, cobalto, etc., poseen momento magnético.

En los cuerpos sélidos, los momentos magnéticos de los a&tomos inmediatos
interaccionan unos con otros. En principio, tal interaccion se parece a la de
las agujas de dos bruajulas situadas una al lado de otra. Cada aguja engendra
un campo magnético que actda sobre la otra aguja. No obstante, el asunto
se complica considerablemente debido a que la interaccibn no ocurre en el
vacio. Las capas electrénicas exteriores de los atomos influyen mucho sobre
el caracter de esa interaccion, cambiando incluso tas direcciones de las
fuerzas activas.

El experimento muestra que en algunas sustancias, la interacciéon de los
momentos magnéticos es tal que las fuerzas que actian entre ellos, obligan
a esas fuerzas a orientarse en una direccidn. Tales sustancias se llaman

ferromagnéticas (Figura 7).
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Figura 7. Fragmento de la red cristalina de una sustancia ferromagnética Con

flechas se indican los sentidos de los momentos magnéticos

Si los momentos magnéticos de todos los atomos permanecen orientados en
una misma direccién, el momento magnético total M serd igual a la suma
aritmética de dichos momentos: M = N donde N es el niumero de atomos en
el cuerpo solido, y 4, el momento magnético de un atomo

Al aumentar el tamafio del cuerpo, el momento magnético crece
proporcionalmente a su volumen (el numero de 4&tomos N es proporcional al
volumen). La caracteristica especifica de las propiedades magnéticas es decir
la magnitud que no depende del tamafio de los cuerpos y que solo depende
de las propiedades de los atomos que constituyen tales cuerpos, es la
llamada imantacion espontanea M. La misma se determina como el momento
magneético de la unidad de volumen o sea, equivale al momento total M

dividido entre el volumen del cuerpo V,

M—M—
=3 =
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donde vpo = Vv/N es el volumen correspondiente a un atomo. La palabra
espontanea significa que la imantacion M surge no a causa de la accion del
campo magnético exterior, sino a expensas de las fuerzas internas Un iman
permanente es precisamente el cuerpo en cuyo seno la imantacion
espontanea difiere de cero. Gracias a la imantacién, en el medio circundante
al iman (o en el vacio) se genera un campo magnético.

La imantacion espontanea en el sistema de unidades CGS se mide en
gaussios. Por ejemplo, en el hierro a temperaturas muy bajas, M = 1740 Gs
De aqui se puede hallar el momento magnético J correspondiente a un
atomo Este momento constituye aproximadamente 2,2 del momento
magneético de spin del electréon. El hecho de que el momento p sea del orden
del momento de spin confirma la exactitud de nuestras nociones acerca de la
naturaleza de la imantacién espontanea.

El movimiento térmico destruye el orden magnético, y por eso existe una
temperatura critica que se denomina punto de Curie por encima de la cual la
imantacion espontanea es igual a cero. Por ejemplo, para el hierro, el punto
de Curie constituye 770 C? A temperaturas mas altas el hierro no puede ser

iman permanente.

Sustancia ferromagnética con impurezas

Examinemos ahora una sustancia que constituye una soluciéon (mezcla)
solida de atomos magnéticos y no magnéticos (desprovistos de momento
magneético). Es un cristal en cuyos nudos se hallan dispuestos atomos
magneéticos y no magnéticos, ademas su disposicion no es ordenada sino
absolutamente arbitraria.

Supongamos que la interaccion de los momentos magnéticos de los atomos
disminuyen en funcion de la distancia tan rapidamente que ha de tomarse en
consideracion solamente la interaccion de los atomos mas cercanos Eso
significa que si dos atomos magnéticos se encuentran juntos sus momentos

son paralelos obligatoriamente, pero si entre ellos hay aunque sea un atomo
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no magnético sus momentos pueden tener direcciones arbitrarias los mismos
ya "no saben nada" uno del otro

La cuestibn que ahora serad planteada consiste en si existira imantaciéon
espontanea al haber atomos no magnéticos y cuantos atomos de este tipo se
necesitaran para destruir tal imantacion. Mas abajo se demuestra que la
respuesta a esa cuestion se reduce a la resolucion del problema de los
nudos, enunciado en el capitulo 1.

Introduzcamos algunas definiciones. Diremos que dos atomos magnéticos se
hallan enlazados entre si en el caso de que permanezcan uno al lado del otro
0 bien cuando estén unidos entre si por medio de una cadena de atomos

magnéticos situados uno al lado del otro (Figura 8).
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Figura 8. Pedazo de reticulo plano con &tomos magnéticos (claros) y no
magneéticos (oscuros). Los atomos magnéticos forman un racimo de cuatro
atomos, un racimo de dos atomos y cinco racimos de un atomo. Los limites
de los racimos se indican mediante lineas de trazos. Los momentos de los

diversos racimos pueden ser dirigidos en sentidos diferentes.
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La expresion "situados uno al lado del otro" significa que dichos atomos son
los méas cercanos. En el reticulo cuadrado representado en la figura 8, los
atomos mas cercanos son los situados horizontal y verticalmente, pero no los
dispuestos a lo largo de la diagonal. El conjunto de &tomos enlazados se
denomina racimo o grupo. El sentido de tal definicibn consiste en lo
siguiente.

Gracias a la interaccibn magnética, los atomos enlazados orientan sus
momentos magnéticos en un solo sentido. Asi pues, cada racimo posee un
momento magnético resultante, el cual es proporcional al nUmero de atomos
que integran ese racimo. Ademas, hemos acordado que los atomos
magneéticos que no son vecinos proximos no actuan reciprocamente. Por eso
tampoco actuaran entre si los atomos que pertenezcan a diversos racimos.
Por consiguiente, la orientacion reciproca de los momentos magnéticos que
pertenecen a distintos racimos resulta arbitraria (Figura 8).

Designemos por X la porciéon de atomos magnéticos, es decir, la relacion
entre el nUmero de esos atomos y el numero total de nudos en el reticulo.
Segun la definicion, el valor de x varia en el intervalo de O a 1.

Al principio supongamos que hay muy pocos atomos magnéticos (x « 1). Es
natural que en este caso ellos suelen situarse aisladamente (como las pasas
en un panecillo). Un racimo de dos atomos magnéticos constituye un
acontecimiento muy raro, pero aun mas raro es el racimo de tres atomos,
etc. Esta afirmacion es muy importante para los razonamientos posteriores,
y un poco mas abajo la misma sera demostrada matematicamente. Pero por
ahora, quienes no se hayan convencido del todo en su evidencia, que crean
en ella "de buena fe".

Asi pues, cuando x « 1, el numero de racimos equivale aproximadamente al
namero de atomos magnéticos N y, por consiguiente, ese numero crece
cuando el numero total de nudos aumenta proporcionalmente a N. Pero los
momentos magnéticos de dichos racimos "no saben nada" uno del otro y, por

lo tanto, se hallan orientados cadticamente uno respecto a otro (Figura 8).
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Para obtener el momento magnético completo del sistema M, es necesario
sumar los momentos de cada atomo por separado, aplicando la regla del
paralelogramo. Estos momentos, gracias a su direccion arbitraria, se
compensan mutuamente de tal modo que la imantacion espontanea resulta
igual a cero. Asi, hemos establecido que con pequefias concentraciones de

atomos magnéticos no existe imantacion espontanea.

Aparicion de un racimo infinito

Ahora examinemos el caso cuando casi todos los atomos son magnéticos. Es
evidente que una pequefia impureza de atomos no magnéticos no anula la
imantacion espontanea, sino que soélo tiende a reducirla. Analicemos esta
cuestion en el lenguaje de los racimos. Cuando x = 1 todos N atomos
pertenecen a un racimo.

Si x se distingue poco de la unidad, parte de los atomos desaparecen de
dicho racimo. Eso sucede, en primer lugar, porque algunos de ellos son
reemplazados por &tomos no magnéticos (los atomos A en la figura 9) y, en
segundo lugar, porque algunos atomos magnéticos forman racimos aislados

(el atomo B en la figura 9) con su direccion del momento magnético.

GESOrSerSers O+O+
O-p- O-a- O-:-— .} O—h O—:-
O>0O»@> O»0O>0O>
O>»0O>@> O=~0O=0O»
O-r- OPO*O*O*O*‘

O» @,<Ov @> OO~
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Figura 9. Fragmento de una red plana con atomos magnéticos (claros) y no
magnéticos (oscuros) en el caso de gran concentracion de los primeros.
Todos los atomos magnéticos, salvo el B, pertenecen a un racimo, y sus

momentos magnéticos tienen igual direccion.

No obstante, con valores de x proximos a la unidad, se mantiene un racimo
Uunico que atraviesa toda la red por muy grande que sea. Este racimo suele
Ilamarse racimo infinito.

Por supuesto que tal concepto adquiere sentido estricto solamente con
arreglo al sistema infinito. Tomemos una serie grande de muestras con
valores establecidos del nimero de 4&tomos magnéticos y del numero total de
atomos, y elijamos en cada una de ellas un racimo con el maximo numero de
atomos magneéticos. Promediemos el numero de éstos, pertenecientes al
racimo maximo, utilizando todas las muestras de la serie, y designemos por
Nmax €l resultado de la promediacion. Asi pues, Nmax €S el nimero medio de
atomos en el racimo mas grande. La variable Ny depende de N y de x. La
existencia de un racimo infinito se manifiesta en el hecho de que. con un
valor establecido de X, la relacion Nma/N al aumentar ilimitadamente N

tiende a un limite diferente de cero:

max

P(x)

lim
N->00

La porcion de atomos P(x) pertenecientes al racimo méas grande no depende
del numero de atomos N si este numero es bastante grande, pero depende
de x. A su vez, el propio valor de Nnax tiende al infinito al aumentar
infinitamente x. Precisamente por eso se habla de la existencia de un racimo
infinito.

En el sistema puede existir un solo racimo infinito. Supongamos que con

valores establecidos de N y X, ha sido determinado no sélo el niUmero medio
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de atomos en el racimo mas grande, sino también el nimero medio de
atomos en el siguiente racimo segun su valor. Designemos este ultimo valor
por Nmax. Segun la definicion, N'max < Nmax. La afirmaciéon de que en el

sistema puede haber un solo racimo infinito, significa que

, Nméx_
fm——=0

para todos los valores de x. A su vez, esto significa que los dos racimos que
atravesaron todo el sistema, en cierto momento deben enlazarse
inevitablemente uno con el otro, convirtiéndose en un solo racimo.?

Asi, hemos establecido que con bastante concentracion de atomos
magnéticos x, una parte determinada de ellos pertenece a un solo racimo, y
sus momentos magneéticos tienen igual direccion. Esto significa que existe

una imantacion espontaneas:

M=Lp)
Vo

Recordemos ahora que con poca concentraciéon de atomos magnéticos x, solo
existen racimos pequefios. En este caso, el aumento del niUmero de nudos X,
solamente conduce al incremento del nUmero de pequefios racimos, pero no

al aumento del numero de particulas en cada uno de esos racimos. Entonces

, Nméx_
fm——=0

es decir, P(x) = 0. Por lo tanto, llegamos a la conclusién de que existe una
concentracion critica X con la que surge un racimo infinito, ademas, X
satisface jas desigualdades O < X, < 1. Con esta misma concentracion de X

aparece la imantacion espontanea y comienza a diferir de cero la funcién
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P(x) (Figura 10).

P(x)h 9x)
gl
1

|
0 X

B
0,5 | X

Figura 10. Gréfico de las funciones P(x) y 0(x)/0(1). Ambas se reducen a
cero en un punto, pero debido a causas que seran aclaradas en la tercera
parte del libro. La forma de estas funciones cerca del valor critico X se

diferencia considerablemente.

Por consiguiente, si la porcién de atomos no magnéticos resulta mayor de 1 -
Xc (la porcién de atomos magnéticos es menor de X.), la sustancia no puede

ser iman permanente.

Ejercicio
1. Hallar el aspecto de la funcion P(x) para valores de x préximos a la

unidad.

De nuevo el problema de los nudos

Ahora sé6lo nos queda decir que desde el punto de vista de la concentracion
critica X, el problema de la electroconductibilidad de una rejilla y el
problema de la sustancia ferromagnética con impurezas constituyen un

mismo problema.
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El problema de la electroconductibilidad también puede ser enunciado con
facilidad en el lenguaje de los racimos. S6lo es necesario sustituir en todas

nA

las definiciones el concepto de "atomo no magnético" por "nudo bloqueado”.

La figura 8 ilustra cierta configuracion de atomos magnéticos (circulos claros)
y no magneéticos (circulos oscuros). Efectuemos para esta configuracion la
sustitucion anteriormente indicada y pasemos de la sustancia ferromagnética
con impurezas a una rejilla pantalla con nudos cortados. Para este fin hay
que eliminar, en la figura 8, las flechas que indican las direcciones de los
momentos magnéticos y representar los alambres que enlacen los nudos

entre si (Figura 11).

Figura 11. La misma configuracion que en la figura 8, pero los a&tomos

magnéticos estan sustituidos por nudos no blogueados.

En la figura 11 se distingue muy bien la propiedad fundamental de los
racimos, conforme al problema de la rejilla. Si a cualquier par de nudos de
un solo racimo le aplicamos la diferencia de potencial, surgira un circuito
cerrado por el cual fluira corriente eléctrica. (Claro esta que dicha propiedad
tiene sentido solamente para los racimos que contienen no menos de dos
nudos.) Al aplicar diferencia de potencial a cualquier par de nudos

pertenecientes a diversos racimos, el circuito no se cerrard y la corriente
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eléctrica no fluira. Si x < X, en el sistema s6lo habra racimos con un niumero
finito de nudos, y por eso, al aumentar las dimensiones del sistema, la
corriente eléctrica a través de los electrodos laterales se interrumpira
inevitablemente tarde o temprano. Pero si en un sistema muy grande X > Xc.
en las caras laterales del mismo siempre habrad nudos pertenecientes a un
racimo infinito. Precisamente ese racimo infinito asegurara Ila
electroconductibilidad especifica 0(x) distinta de cero y la cual no dependera
de las dimensiones del sistema.

Volvamos a la figura 10 donde estan representadas las funciones P(X)
(porcion de nudos pertenecientes a un racimo infinito) y o(x)/o(1) (o(1) es la
electroconductibilidad cuando x = 1, es decir, cuando no hay nudos
blogueados). Ambas funciones se reducen a cero en un mismo punto, el cual
al principio fue llamado umbral de percolacion, y después, punto donde surge
un racimo infinito.

Por lo tanto, todo el tiempo se trataba del problema de la teoria de
percolacién, que se llama problema de los nudos. Si nos interesara el valor
de X, para una "sustancia ferromagnética plana"”, hubiéramos podido decir,
valiéndonos del resultado del experimento con la rejilla, que éste es igual a
0,59. Sin embargo, las materias ferromagnéticas reales se cristalizan en
redes volumétricas (de tres dimensiones) y no en planas. Un ejemplo de
reticulo tridimensional es la red cubica sencilla, una célula de la cual fue

representada en la figura 7.
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Figura 12. Red cubica sencilla.

El problema de Ila electroconductibilidad de una rejilla protectora se
generaliza con facilidad para el caso tridimensional. Imaginémonos un cubo
soldado de alambres y que contiene muchas células, como se muestra en la
figura 12. En las dos caras opuestas de este cubo pueden ser soldadas placas
metalicas, situandolas asi como en el circuito eléctrico de la Figura 1, y
estudiar la electroconductibilidad en funcibn del numero de nudos
blogueados. Al bloquear cada nudo se interrumpe el contacto entre los seis
alambres que entran en ese nudo. Al igual que en el caso bidimensional,
existe la concentracion critica x. de los nudos no bloqueados, por debajo de
la cual la electroconductibilidad es igual a cero.

El problema de la sustancia ferromagnética con impurezas, asi como la idea
acerca del racimo infinito, relacionada con este problema, pertenecian en
igual medida a los reticulos planos y tridimensionales. La concentracion
critica de atomos magnéticos X., con la cual surge un racimo infinito, es a la
vez el umbral de percolacién de una cara a otra en un cubo bastante grande.
Hay que tener en cuenta que la propia variable x. depende en sumo grado

del tipo de reticulo. Si para una red cuadrada esa variable era igual a 0,59,
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para un reticulo cubico sencillo = 0,31. (Véase mas detalladamente el

capitulo 6.)

Racimos con baja concentracion de atomos magnéticos>>*
Las conclusiones sacadas en los apartados anteriores se basaban
principalmente en la afirmacion de que con poca concentracion de atomos
magnéticos X, éstos, por lo general, se sitUan de uno en uno, y los racimos
de dos atomos son raros, de tres, aun mas, etc. Demostremos dicha
afirmacion.
Introduzcamos la funcion Py(x), es decir, la probabilidad de que el atomo
elegido al azar pertenezca a un racimo integrado por no menos de N atomos.
Esto significa que ese atomo:

1. es magnético,

2. esta enlazado con no menos de N - 1 de otros &atomos

magnéticos.

Calculemos la funcién Py(x) cuando N =1y N = 2.
La funcidn P1(X) es igual a la probabilidad de que el atomo elegido al azar
resulte magnético. Esta probabilidad es igual a x (véase el ejercicio 1 en el
capitulo 2, donde es necesario sustituir la palabra "no bloqueado" por la

palabra "magnético”, y la palabra "bloqueado"™ por la palabra "no

magnético™). Asi pues,

Pi(x) =x (1)

La funcidn P,(x) equivale a la probabilidad de que el atomo elegido al azar
sea magnético y de que, en este caso, entre los atomos inmediatos a él
haya, por lo menos, un atomo magnético mas. Los dos acontecimientos
indicados son, evidentemente, independientes y por eso la probabilidad
buscada puede representarse en forma del producto de las probabilidades de

tales acontecimientos. Como la primera de ellas (la probabilidad de que el
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atomo sea magnético) es igual a x, entonces
Pi(x) = xW(x) (2)

donde W(X) es la probabilidad de que entre los 4&tomos inmediatos a cierto
atomo haya, por lo menos, un atomo magnético. La funcion W(x) depende
del tipo de reticulo sometido a examen. Limitémonos a una red cuadrada en
la que cada atomo tiene cuatro atomos inmediatos (Figura 13). Es preciso
hallar la probabilidad de que por lo menos uno de los atomos 1, 2, 3y 4 sea

3

o e e
0 1
i

Figura 13

Este problema se resuelve facilmente del modo siguiente. El acontecimiento
que consiste en que todos los cuatro 4tomos son no magnéticos, y el
acontecimiento que consiste en que por lo menos uno de los cuatro atomos
es magnético, constituyen un sistema completo de acontecimientos. La suma
de probabilidades de ambos acontecimientos equivale a la unidad.
Designemos por Wy la probabilidad del primer acontecimiento, mientras que

la probabilidad del segundo es, precisamente, la variable buscada W. Asi,
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W + Wy = 1. La probabilidad de que el atomo 1 sea no magnético constituye
1 - x. La probabilidad de que el &tomo 2, o el 3, o el 4 sean no magnéticos
también constituye 1 - x. Los acontecimientos que consisten en que diversos
atomos resultaron no magnéticos, son acontecimientos independientes. Por
eso la probabilidad de que los cuatro 4&tomos sean no magnéticos es igual al
producto de cuatro probabilidades: Wy = (1 - x)*. De aqui se deduce que W=

1-Wo=1-(1-x)* De acuerdo con la férmula (2).

Py(x) = x[1 - (1 —x)%] (3

Si x « 1, la expresion para P2(x) puede ser simplificada eliminando los
términos con altas potencias de x. Utilizando la férmula del binomio,
obtenemos

1-(1-x)*"=4x-6x°%+ 4x°-x"

Ahora notemos que si X « 1, la relacion entre cada término ulterior y el

término anterior es pequena:

6x2_3 «1
4x_2x
4x3_2 «1
6x2 3"
x! 2«1
4x3 4

Por eso para X « 1, con buena precision se puede escribir

1-(1—x)*=4x

de donde se deduce
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Py(x) = 4x? (4)

Comparando las formulas (1) y (4), vemos que cuando X « 1, la relaciéon

Pz(x)
P1(x)

~4x <1 (5)

es decir, la probabilidad de que el atomo elegido al azar pertenezca a un
racimo de dos y mas atomos es mucho menor que la probabilidad de que el
mismo forme un racimo de un atomo.

Existe una deduccién mas sencilla de la féormula (4) para P2(x), en la que de
inmediato se toma en consideracion la condiciéon x « 1. Valiéndose de tal
deduccidn es posible calcular, con relativa facilidad, las funciones Py(Xx) para
M > 2 (véase el ejercicio 3). La deduccidon consiste en lo siguiente: el racimo
de mas de dos atomos, que contiene el atomo O, siempre comprende el
atomo 1, o el 2, o el 3, o el 4. La probabilidad de que los atomos O y 1
pertenezcan a un racimo, es igual a la probabilidad de que ambos sean
magnéeticos, y equivale al producto de las probabilidades de que cada uno de
ellos sea magnético, es decir, x -+ x = x°. Lo mismo se puede decir de la
probabilidad de que el racimo sea formado por atomos 02, 03 6 04. Todas
esas probabilidades son iguales a x°. La probabilidad de que se realice, por lo
menos, uno de dichos acontecimientos equivale a la suma de tales
probabilidades, es decir, a 4x?, lo cual precisamente conduce a la formula
4).

Esta deduccién solo es justa cuando x « 1. Unicamente en este caso puede
utilizarse la regla de adicion de las probabilidades. En efecto, la regla de
adiciéon es justa para acontecimientos incompatibles. Pero el acontecimiento
que consiste en que los atomos 0 y 1 resultaron magnéticos, es compatible

con el hecho de que los atomos O y 2 también resultaron magnéticos. La
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coincidencia de los acontecimientos significa que los tres &tomos 0, 1 y 2 son
magneéticos y, por consiguiente, forman un racimo de tres atomos. La
probabilidad del acontecimiento coincidente es igual al producto de las
probabilidades de que los tres atomos sean magnéticos, es decir, es igual a
X-XX= X°.

Cuando x « 1, esta probabilidad es mucho menor que la probabilidad
calculada de formacion de un racimo de dos atomos. Por eso puede ser
despreciada la probabilidad de coincidencia de los acontecimientos y
examinarlos como incompatibles. Precisamente esto justifica la conclusiéon
sacada mas arriba, a condicion de que x « 1.

De hecho, eso significa que si x « 1, al calcular P>(x) es posible despreciar la
probabilidad de que se forme un racimo de tres atomos.

Por lo tanto, cuando x « 1. la funcidbn P»(x) en realidad coincide con la
probabilidad de que el nudo elegido al azar pertenezca a un racimo de dos
(jy no mas!) atomos. Respectivamente, la funciéon P3(x) describe un racimo
de tres 4&tomos. La misma es proporcional a x® y es pequefia en comparacion
con P(x). El resultado general consiste en que la funcién Py(x) contiene
potencias de x no menores de x™, y cuando x « 1 obtenemos Py(X) « Py.1(X).
Por consiguiente, si cuando x « 1 el nudo elegido al azar resulté magnético,
éste formard, con méaxima probabilidad, un racimo de un atomo. La
probabilidad de que el mismo pertenezca a un racimo de M nudos disminuye

bruscamente con el crecimiento de M.

Ejercicios

2. Hallar P>(x) para la red cubica sencilla representada en la figura 12. Para
cualquier reticulo en el que cada atomo tiene z atomos inmediatos.

3. Hallar P3(x) para una red cuadrada, valiéndose de la condicion x « 1.

Hallar P3(x) para un reticulo cuadrado, sin utilizar la condicion x « 1.
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Capitulo 4
Solucién del problema de los nudos por el método de Montecarlo,

mediante un ordenador

Contenido:
¢Por qué Montecarlo?
¢Qué es el método de Montecarlo?
¢Coémo inventar un numero aleatorio?
Método de centro del cuadrado
Ejercicios
Método congruente lineal
Ejercicios
Determinacion del umbral de percolacion por el método de Montecarlo
mediante un ordenador
Distribucién de los nudos blogueados y no bloqueados
Ejercicio
Busqueda de vias de percolaciéon
Determinacion del umbral

Ejercicio

El método de Montecarlo es el procedimiento mas difundido de solucién de
los problemas de la teoria de percolacién. El objeto de este capitulo es dar
una idea general sobre este método, explicar detalladamente cémo funciona
el elemento principal del método, es decir, el generador de numeros
aleatorios, y aducir, en conclusion, el programa concreto para un ordenador,
que permita hallar el umbral de percolaciéon del problema de los nudos.

Probablemente que la primera pregunta que surge es la siguiente:

,Por qué Montecarlo?

- ¢Qué es eso de cero? ¢Has oido que el croupier chato de pelo crespo, el

Gentileza de Rafael Rodriguez 59 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

principal, acaba de anunciar el cero? (Y por qué barre todo lo que hay en la
mesa? Se ha llevado un montdén de dinero. ¢{Qué significa eso?

- El cero, Antonida Vasilievna, quiere decir que la banca ha ganado. Si la
bolita cae en el cero, todo lo de la mesa pertenece a la banca. Es cierto que
puede usted salvar lo apostado: pero la banca no paga nada.

- iNo digas eso! ¢De modo que no gano nada?

- Nada, babouschka®; pero si hubiese apostado al cero, ganaria treinta y
cinco veces su postura.

-iQué me dices! (Treinta y cinco veces? (Y ocurre eso con frecuencia? ¢Por
qué no apuestan al cero los tontos?

-iQué tonteria! jPotapich! jPotapich! jAunque, calla! Llevo dinero encima,

- Porque tienen treinta y seis probabilidades contra una.

Saco del bolsillo un monedero bien repleto y tomé un federico oro.

- Toma. Pon lo en seguida al cero.

- El cero acaba de salir, abuela, y tardard mucho en volver a tocar. Perderla
usted un dineral. Aguarde un poco al menos.

-iQué necedades! jPonlo, te digo!

- Como usted quiera; pero a lo mejor no sale hasta la noche y puede perder
miles. No seria la primera vez.

-iSandeces, sandeces! Si tienes miedo al lobo no vayas al bosque. (Qué? jHe
perdido? jPon otro!®

"6 describe

Este fragmento de la novela de Fiodor M. Dostoievski "El jugador
el juego mas frenético del siglo pasado, la ruleta.

La ciudad de Montecarlo, situada en el principado de Mdnaco, se gand la
fama de capital mundial de la ruleta. Precisamente en honor a esta ciudad
fue llamado uno de los métodos matematicos mas potentes de nuestros dias.
¢Qué hay de comun entre este método y la ruleta? Pues que el elemento
principal del método de Montecarlo es la misma bola giratoria que en
numerosas salas de juego de esa ciudad rige los destinos de la gente,

sumiendo a unos y ascendiendo a otros. Es verdad que los mateméticos
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perfeccionaron considerablemente ese método. Ya no es una bola, ni mucho
menos, sino que es el programa estandar de un ordenador, el cual se
denomina "generador de numeros aleatorios”. Pero la esencia del asunto no
ha cambiado en absoluto. La bola de la ruleta, desde el punto de vista

matematico también es de por si un generador de niumeros aleatorios.

.Qué es el método de Montecarlo?

Por regla general, llAmase método de Montecarlo cualquier procedimiento
matematico en el que se utiliza en sumo grado un generador de numeros
aleatorios.

Por lo comun, el ordenador moderno tiene un programa estandar que genera
los nimeros aleatorios distribuidos uniformemente en el intervalo de cero a
la unidad, es decir, que "sortea" los valores de la variable aleatoria infinita
que adoptan, con igual probabilidad, todos los valores en el intervalo (O, 1).
Cada vez que recurramos a este programa, obtenemos un nimero con cierta
cantidad de cifras después de la coma, que depende de la clase del
ordenador.

La aplicacion mas sencilla del método de Montecarlo consiste, por ejemplo,
en el calculo de integrales. Supongamos que es necesario calcular el
volumen limitado por una superficie cerrada de forma complicada. Elijamos

un cubo que contiene a ciencia cierta toda esa superficie (Figura 14).
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Figura 14. Determinaciéon del volumen de una pera por el método de

Montecarlo.

Con ayuda del generador de numeros aleatorios obtenemos un conjunto de
puntos distribuidos uniformemente dentro del cubo. Esto se hace del modo
siguiente. Supongamos que la longitud de la arista del cubo es igual a L y
que las tres coordenadas de los puntos contenidos en él cambian de cero a L
(Figura 14). Recurriendo tres veces al generador de numeros aleatorios,
obtenemos tres numeros: Yyi, Y2, Yys Situados en el intervalo (0, 1).
Construyamos con ellos las coordenadas del primer punto situado dentro del
cubo, segun las formulas X1 = Ly, Y1 = Ly, Z1 = Lys. Tras realizar tal
procedimiento Q veces, obtenemos Q puntos que, por término medio, llenan
el cubo uniformemente. Supongamos que Q: es el niumero de puntos que
resultaron dentro de la referida superficie. Como dichos puntos permanecen
uniformemente distribuidos, el nUmero Q. caracterizara el volumen limitado
por tal superficie. Precisamente si el numero Q es bastante grande, el

volumen buscado constituira

Gentileza de Rafael Rodriguez 62 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

L® Qi/Q

Existe una teoria que permite decir qué numero de puntos Q se necesita para
obtener un resultado de precision requerida. Este problema puede ser
enfocado empiricamente, repitiendo varias veces el experimento y utilizando
otros conjuntos de numeros aleatorios y comparando posteriormente los
resultados. Si no cambia nada dentro de los limites de la exactitud
establecida, eso significara que todo esta en orden y la solucién es correcta.
En el caso de espacios de gran numero de mediciones (de integrales
multiples), el método de Montecarlo tiene ventajas considerables en
comparacién con los procedimientos de integracion ordinarios.

En una serie de casos el método de Montecarlo es el Unico posible.
Imaginense que se estudia el comportamiento de un sistema constituido por
un numero enorme de particulas, por ejemplo, el comportamiento de un gas.
En principio tal problema debe resolverse mediante los procedimientos de la
fisica estadistica, sin embargo, si la interaccion de las particulas es muy
fuerte (asi sucede en condiciones de gran densidad y a temperaturas muy
bajas), estos procedimientos no son eficaces. En este caso las propiedades
del gas se estudian con ayuda de la simulacién en un ordenador. EI nUmero
de particulas del gas que participan en la simulacién se determina por el
volumen de la memoria del ordenador. En dicha memoria debe conservarse
la informacién sobre las coordenadas de todas las particulas. La simulaciéon
consiste en que arbitrariamente se elije una de las particulas que después se
desplazard a una distancia aleatoria. (Esto significa que en la memoria del
ordenador cambian las coordenadas de esa particula). Luego se elige
arbitrariamente otra particula, etc. La energia potencial de interaccién de las
particulas del gas depende de su disposicion reciproca. Esta se calcula desde
el principio y posteriormente se recalcula después de cada desplazamiento.
Las probabilidades de desplazamientos de las particulas a una u otra

distancia se eligen de acuerdo con la energia potencial, de tal modo que el
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sistema de simulacion "viva" por término medio lo mismo que el sistema
real.

Como resultado, en la memoria del ordenador parece como si se grabaran
"fotografias instantaneas" del gas, reproducidas en momentos de tiempo
consecutivos, Esas fotografias incluyen las coordenadas de todas las
particulas del gas, y a partir de ellas es posible calcular las caracteristicas
termodinamicas medias, tales como presién, capacidad calorifica, etc.

El propio procedimiento de simulacion se asemeja mucho al juego que se
realiza segun reglas rigurosamente establecidas, las cuales comprenden el
modo de recurrir a la ruleta, es decir, al generador de numeros aleatorios.
Las minimas divergencias de las reglas o el juego a una ruleta "fraudulenta"
conducen al hecho de que unas configuraciones de atomos del gas aparecen
mas a menudo que otras. Eso se refleja en los resultados de promediacion y
contribuye a la obtencion de resultados incorrectos.

El generador de numeros aleatorios se utiliza no solo en el método de
Montecarlo, sino también en los llamados experimentos analogos, cuyo
ejemplo es el experimento con la rejilla protectora descrita en el primer
capitulo. Como ya fue dicho, la sucesién arbitraria de los nudos bloqueados,
necesaria para tal experimento, se componia en el ordenador. Para elegir el
nudo consecutivo es preciso recurrir al programa y obtener el ndmero
aleatorio y. Este ultimo ha de multiplicarse por el nimero total de nudos Ny
anadir la unidad al producto obtenido. Luego, de Ny+1 hay que tomar la parte
entera. En este caso surgira un numero entero situado en el intervalo
requerido de 1 a N. Por supuesto que tales numeros pueden repetirse, pero
eso no debe asustar. Si resulta que el nudo con el nimero obtenido fue
bloqueado anteriormente, es necesario exigir del ordenador un numero
aleatorio nuevo y convertirlo en nimero del nudo.

Mas adelante serd descrito el programa con cuya ayuda se calculan los
umbrales de percolacibn por el método de Montecarlo, pero ahora

hablaremos del elemento mas importante de este método: del generador de
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numeros aleatorios.

.,Como inventar un numero aleatorio?

Asi, Uds. necesitan numeros aleatorios distribuidos uniformemente en el
intervalo de cero a la unidad. Pero con esto la tarea aun no ha sido
formulada. Es preciso saber cuantas cifras después de la coma se necesitan
en cada numero. Supongamos que se requieren soélo dos cifras. En este caso
la receta mas sencilla consiste en lo siguiente. Tomen la guia de teléfonos,
abranla en cualquier pagina y copien seguidamente las dos ultimas cifras de
cada numero telefénico, poniendo delante de ellas "0". Obtendran una tabla
de dos cifras de numeros aleatorios. (Y qué hacer si se exigen numeros de
diez cifras? Tal vez en este caso Uds. no puedan prescindir del ordenador.

Si pensamos un poco, la propia idea de que el ordenador puede generar
nameros aleatorios, parecera extrafa. Pues precisamente los ordenadores
funcionan con arreglo al algoritmo que se les propone, es decir, realizan con
exactitud las acciones que exige de ellos el hombre. {Cémo, pues, introducir
en estas acciones el elemento de casualidad?

En realidad no hay ningun elemento de casualidad en el programa del
generador de numeros aleatorios. El principio de su funcionamiento consiste
en lo siguiente. Al recurrir por primera vez al programa hay que prefijar
cierto numero yp. Con ayuda de una sucesion de acciones, absolutamente

determinada, este niumero se transforma en un nidmero nuevo:

y1 = O(y,) (1)

donde ® es la funcidbn o sucesién de operaciones, seleccionada de cierto
modo, que transforma yo en y;. Precisamente esa funcién determina el
algoritmo de generacion de numeros aleatorios. A su vez, el nUmero sirve de

base para obtener el nUmero siguiente y, segun la misma receta:
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y2 = O(yy) (1)

Por supuesto que la funcion ® esta estructurada de tal modo que todos los
nameros yi1, Y2 ... Yn satisfacen las desigualdades 0 < y, < 1. Estas son
precisamente los niumeros aleatorios buscados.

Es facil cerciorarse de que la sucesion de numeros obtenida de tal modo no
puede ser infinita. En efecto, el ordenador opera solamente con numeros que
contienen una cantidad determinada de cifras (6rdenes). La cantidad de tales
nimeros es limitada. (Sélo existen 10° nimeros de dos cifras y 10" de n
cifras.) Por eso tarde o temprano el nUmero consecutivo y, coincidira con el
namero anterior, por ejemplo, con y,... Después de esto todo comenzara a
repetirse: yn+1 coincidird con y,. +1 etc.

Por lo tanto, la sucesion de numeros. obtenida mediante las formulas (1) y
(2), resulta peridodica inevitablemente. Por eso tales numeros no se
denominan numeros verdaderamente aleatorios, sino que adquirieron el
nombre de numeros seudoaleatorios (es decir, son algo asi como aleatorios o
parecidos a ellos).

Sin embargo, los mismos pueden utilizarse como aleatorios si la cantidad de
ndmeros necesarios para resolver dicho problema es menor que el periodo
de sucesion L.

A su vez, el periodo L se determina a partir de la cantidad de signos
decimales con los que opera el ordenador (es decir, segun la cantidad de
células de memoria concedidas a cada numero), asi como conforme a la
cualidad del algoritmo (es decir, con arreglo a las propiedades de la funcion
® que figura en las formulas (1) y (2)).

La elaboracién de un buen generador de numeros aleatorios es un problema
muy complicado. Los generadores elaborados al azar resultan, por lo

general, malos. Mas abajo se examinan algunos generadores concretos.

Método de centro del cuadrado
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Historicamente es el primer método de generacibn de numeros
seudoaleatorios en un ordenador. EI mismo fue propuesto en el afno 1946 por
el insigne matematico John von Neumann. Este método permite generar
nameros con cualquier cantidad de cifras que correspondan a las
posibilidades del ordenador. Es un método muy sencillo. Supongamos que se
necesitan numeros de cuatro cifras. Elegimos arbitrariamente el primer
namero Xo. Por ejemplo, Xo = 8219. Lo elevamos al cuadrado. Obtenemos el
namero 67551961 de ocho cifras. Extraemos las cifras centrales: 5519. El
siguiente numero de la sucesion es X; = 5519. Elevamos al cuadrado 5519 y
obtenemos 30459361. El siguiente numero aleatorio es X, = 4593. Si las
primeras cifras centrales son ceros, obtenemos un ndmero con menor

cantidad de cifras. Por ejemplo,

X3 = 956

Al elevarlo al cuadrado es necesario obtener un numero de ocho cifras,
escribiendo adelante los ceros, X3° = 00913936, asi que X4 = 9139, etc.

Los numeros aleatorios Yy, distribuidos uniformemente en el intervalo de
cero a la unidad, se obtienen de los nimeros X, mediante la formula y, =
X./10% donde n = 0, 1, 2, 3, ..asi que yo = 0,8219: y; = 0.5519; y, =
0,4593. etc.

A primera vista el método parece bueno. Pero la investigacion minuciosa ha
demostrado que eso no es asi ni mucho menos. Su principal defecto consiste
en que con algunos numeros iniciales, la sucesion "se unifica en el ciclo”. Por
ejemplo, se aclar6 que en la clase de numeros de cuatro cifras, las
sucesiones a menudo finalizan en el ciclo 6100, 2100, 4100, 8100 y 6100. El
periodo de ciclo equivale tan s6lo a cuatro, lo cual, por supuesto, no sirve

para nada.
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Existe un numero que inmediatamente se reproduce a si mismo. Es el
nimero 3792 (37922 = 14379264). También se reproduce a si mismo el
cero, mientras que muy a menudo las sucesiones obtenidas por el método de
centro del cuadrado se reducen a cero. Por eso en nuestros dias, este

método sblo representa interés historico.

Ejercicios

1. Componer la sucesion de numeros de cuatro cifras comenzando por 0085,
0067 y 0032. Demostrar que todos ellos son mondétono-decrecientes (cada
ndmero siguiente es menor que el anterior) y que muy rapidamente se
reducen a cero.

2. Ahora demostrar que eso es un defecto general del método de centro del
cuadrado; si se utilizan niumeros de 2n cifras X; y en la sucesion aparecio el
ndmero b, cuyas cifras mayores n son iguales a cero, entonces, desde este
momento, la sucesidn se vuelve mondétono-decreciente y, al fin y al cabo, se

reduce a cero.

Método congruente lineal
Actualmente este método de obtencién de numeros aleatorios se estima que
es el mejor. Su esencia consiste en lo siguiente. Se eligen cuatro niameros
positivos enteros:

e Factor k;

e Desplazamiento c;

e Mobdulo m:

e Primer numero de la sucesion Xg.

La sucesion de numeros aleatorios se determina por la férmula

X+ = (kX, + c)mod m 3
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donde el indice n recorre los valores 0, 1, 2. ... El simbolo b méd m

constituye el resto de la division del numero b por m. Por ejemplo,

b 25 6 30 3 147
10 10 10 12 12
b méd m 5 6 0] 3 3

Es evidente que b méd m < m. Por esta razén, todos los numeros de la
sucesion X, satisfacen la desigualdad X, < m. La sucesiéon de numeros y,
distribuidos uniformemente en el intervalo de cero a la unidad, se obtiene

por medio de la formula
X
yn:En n:O!llza"' (4)

Se entiende que no cualquier eleccion de cuatro niumeros iniciales conduce a
buenos resultados. Antes que nada sefialemos que la sucesion de numeros
Xn ha de ser obligatoriamente peridédica, ademdas, el periodo no puede
superar m. En efecto, como todos X, son niumeros enteros, ademas, X, < m,
la cantidad de numeros diferentes no puede superar m. Por consiguiente,
empezando al menos por n = m, aparecera un numero con el que ya hemos
tropezado, y todo se repetira de nuevo.

Pero no es tan facil obtener una sucesion con el periodo maximo posible m.
Si elegimos numeros iniciales sin pensar, por regla general obtendremos

sucesiones de pequefio periodo.

Ejercicios
3. Escriban la sucesiéon de numeros X, que se desprende de la formula (3),
conk =3,¢c=0, Xo =5, m=20.

4. Escriban la sucesion de numeros X, que se deduce de la formula (3). con k
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3.c=1, Xo=5, m = 20.

5. Escriban la sucesion de numeros X, que se deduce de la féormula (3), con k

3,¢c =2, Xo =5, m= 20. Cercidrense de que en los tres casos el periodo

de sucesion es mucho inferior a 20. Examinen otros ejemplos.

Ha sido demostrado el siguiente teorema. Si la sucesion se determina por la
féormula (3), con ¢ # 0, su periodo es igual a m si, y solamente si, se
cumplen las siguientes condiciones:
1. ¢c y m son numeros primos reciprocamente (no tienen divisores
comunes, salvo la unidad):
2. b = k - 1 es multiplo de p para cualquier nimero primo p que es
divisor de m:

3. b es mdltiplo de 4 si m es multiplo de 4.

Desgraciadamente, la demostracion de este teorema es muy complicada
para exponerla aqui.

6. Cercidorense de que en todos los ejemplos dados en los ejercicios 3...5, las
condiciones dictadas por el teorema enunciado mas arriba no se cumplian.

7. Cerciorense de que el conjunto de numeros k = 11, ¢ = 3, m = 5
satisfacen las condiciones del teorema, y que con todos Xp se obtiene un
periodo L = 5.

Asi, para obtener un generador con el periodo maximo posible L, es
necesario adoptar en calidad de m el mayor niumero con el que pueda operar
un ordenador dado, y elegir los demas numeros con arreglo al teorema
expuesto anteriormente.

Sin embargo, el periodo no es el unico indice que determina la calidad de la
sucesion aleatoria. Examinemos, por ejemplo, la sucesion correspondiente a
k = c¢c = 1. Esta tiene el aspecto 0, 1,2,3,....m-1,0,1, 2, 3,..., m-1, 0,
... Su periodo es igual a m, pero es una sucesion aleatoria que no sirve para

nada.
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Ha sido elaborado un sistema complicado de ensayos que permite determinar
las cualidades del generador de numeros aleatorios. Por eso se recomienda
utilizar s6lo generadores comprobados.

Al elegir el generador, las propiedades del ordenador son importantes no sélo
para elegir el periodo maximo posible. De la eleccion de los numeros iniciales
también depende la velocidad de generacion de numeros aleatorios. En este
caso resulta que para ordenadores de distintas estructuras son Optimos
diversos generadores.

En los programas que trabajan a base del método de Montecarlo se prevé la
frecuente utilizacion (decenas y centenas de millones de veces) del
generador de numeros aleatorios. Por eso la velocidad de accién de éste es
una de sus cualidades méas importantes.

Para ordenadores de marca BECM-6 se recomiendan generadores con k =
5 ¢ =0, m = 2% y valores impares de Xo. Este conjunto de nliimeros no
satisface las exigencias del teorema expuesto mas arriba (c = 0), y el
periodo de tal generador es menor que m. Sin embargo, para los
generadores con ¢ = 0 ha sido demostrado otro teorema, de acuerdo con el

cual el periodo del generador recomendado es igual a 2% =~ 2,75 x 10*%.

Determinacion del umbral de percolaciéon por el método de
Montecarlo, mediante un ordenador. Distribucién de los nudos
blogueados y no bloqueados

Ahora sera detalladamente descrito el programa segun el cual funciona el
ordenador al determinar el umbral de percolacion por el método de
Montecarlo. Cabe sefialar que este programa no es el unico ni mucho menos.
A su vez, cada grupo de investigadores ocupados de estas cuestiones
prefiere utilizar su propio programa que, en mayor o menor grado, difiere de
los demas. Esto esta relacionado, en parte, con las singularidades de los
diversos ordenadores y, en parte, simplemente con la experiencia individual

de los programadores.
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Se trata del problema de los nudos, ademas, para simplificar se examina
solamente un reticulo cuadrado plano. Por lo deméas, como sera visto en
adelante, la generalizaciéon del método para cualquier reticulo de cualquier
dimension no requiere mucho trabajo.

Supongamos que es necesario estudiar la percolaciéon en un cuadrado, uno
de cuyos lados contiene L nudos, por lo cual, el niumero total de nudos N =
L%. Consideremos que la distancia entre los nudos es igual a la unidad y
caractericemos estos ultimos por las coordenadas X e Y. Por ejemplo, el nudo
con coordenadas X = 9, Y= 25 es el que se encuentra en la novena columna
izquierda y en la vigesimoquinta fila desde abajo.

Para estudiar la percolacion es necesario establecer cual de los nudos esta
bloqueado, y cudl no, y tener la posibilidad de cambiar el niumero de nudos
bloqueados, a fin de que los mismos pasen por el umbral de percolaciéon. Con
este propdsito, inicialmente cada nudo sera anotado con cierto namero V.
Como el nudo se caracteriza por dos coordenadas X e Y, esto equivale al
hecho de que se introduzca la funcion de dos variables V(X, Y) cuyos
argumentos recorren no todos los valores y sélo pueden ser nimeros enteros
en el intervalo de 1 a L. En la programacion, tal funcion se denomina bloque
bidimensional, y los valores que ella adquiere se llaman elementos de este
bloque. Por ejemplo, el elemento del bloque V(31, 97) es cierto numero
perteneciente al nudo con coordenadas X = 31, Y = 97. El bloque sélo tiene
L x L= N elementos, mientras que en la memoria del ordenador es preciso
reservar un lugar necesario para registrar nimeros.

El programa comienza por la elaboracion del referido bloque. Sus elementos
son los numeros aleatorios distribuidos uniformemente de cero a la unidad.
El generador de nameros aleatorios proporciona el numero y, y con éste se
anota el elemento del bloque V(1, 1). Eso significa que dicho numero se
escribe en la respectiva célula de la memoria del ordenador y, a partir de
este momento, este ultimo "recordara” que V(1, 1) = y. Con el siguiente

ndmero proporcionado por el generador se anota el elemento V(1, 2), etc.
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Asi se elaboran todos los elementos del bloque V.

Seguidamente se elabora el segundo bloque bidimensional que sera
designado por K. Los elementos de este bloque son ceros y unidades,
ademas, si, por ejemplo, K (25, 16) = 0, eso significa que el nudo con
coordenadas X = 25, Y= 16 permanece blogqueado, y si K (25, 16) = 1, ese
nudo no estd bloqueado. Para elaborar el bloque K se utiliza el bloque V y
cierto numero t situado en el intervalo de cero a la unidad. Variando el
ndamero t es posible modificar el nUmero de nudos bloqueados.

El bloque K se obtiene segun la regla siguiente. Tomemos el nudo con
coordenadas X e Y. Si V(X, Y) =< t, entonces K (X, Y) =1, ysi V(X,Y) > t,
entonces K (X, Y) = 0. En el primer caso, el nudo con coordenadas X e Y se
considera no bloqueado, y en el segundo, blogqueado. Como las variables V
se hallan distribuidas uniformemente en el intervalo de cero a la unidad, y
suponiendo que el numero t es proximo a cero, resultara que casi todos los
nudos permanecen bloqueados. Y, al contrario, si el numero t es préximo a la
unidad, entonces casi todos los nudos permaneceran no bloqueados. Cuando
t = /5, el nimero de nudos bloqueados y no bloqueados debe ser igual
aproximadamente.

Utilizando la funciobn de distribucibn de los numeros aleatorios
proporcionados por el generador, es posible enlazar el numero t con la
porcion media de nudos no bloqgueados X, la cual se obtiene como resultado
del procedimiento descrito anteriormente. Resulta (véase el ejercicio 8) que
t = X. Pero esta igualdad es justa cuando el niumero de nudos N es muy
grande, o cuando son elaborados muchos bloques K con el mismo numero t,
promediando posteriormente las porciones de nudos no bloqueados
obtenidos en cada blogue. Para cada bloque concreto, dicha igualdad puede
resultar algo alterada hacia uno u otro lado, con la particularidad de que
cuanto mayor sea N tanto mas exactamente ella ha de cumplirse.

Asi pues, en la memoria del ordenador ha sido inscrito el bloque V, y de él

puede ser obtenido el bloque K que describe cudl es el nudo bloqueado y cual
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es el no blogueado. El aspecto del bloque K se regula por medio del niUmero t
que coincide aproximadamente con la porcion de nudos no bloqueados
obtenidos en este bloque. Variando suavemente t es posible obtener las
distribuciones de los nudos bloqueados y no bloqueados, con una

concentracion x de nudos no bloqueados que cambia uniformemente.

Ejercicio
8. Demuestren que la porcion media x de nudos no bloqueados en el bloque

K es igual a t.

Busqueda de vias de percolacion

Supongamos que ha sido compuesto el bloque V, establecido el niumero t y
hallado el bloque K que contiene cierta porcién de nudos no blogueados.
Ahora el ordenador sabe exactamente cual de los nudos esta bloqueado, y
cual no, comenzando la segunda etapa del programa: la busqueda de vias de
percolacién. Supongamos que la percolacion se estudia de izquierda a
derecha. Antes que nada, todas las unidades situadas en la columna
izquierda extrema (X = 1) adquieren un nuevo nombre: doses. El cambio de
nombre consiste en que en la célula de la memoria, correspondiente a un
elemento dado del bloque K, se borra la unidad y se escribe un dos.

En la memoria del ordenador se confecciona la lista de las coordenadas de
los nudos llamados ahora doses. Luego el ordenador estudia cada nudo de
esa lista y calcula qué nudos son los mas inmediatos al nudo sometido a
estudio y exige del bloque K datos acerca de dichos nudos. Si el nudo
inmediato resulté la unidad, el mismo adquiere el nombre de dos y sus
coordenadas se apuntan en la nueva lista. Tras terminar el estudio de la
primera lista, en la memoria del ordenador resulta la lista de doses de la
"segunda generacion”, es decir, la lista de unidades que adquirieron el
nombre de doses, gracias a que se encontraban en contacto con los doses de

la primera generacion.
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A fin de ahorrar la memoria del ordenador, en esta etapa se borra la primera
lista que ya no sirve mas, y se liberan las respectivas células de la memoria.
La maquina pasa al estudio de la segunda lista y a la formacion de la lista de
doses de la tercera generacion. Al terminar dicha operacion se borra la
segunda lista y se inicia el estudio de la tercera. Esta operacion va
acompanada de la formacién de la cuarta lista, etc.
En el transcurso del referido proceso aumenta el niumero de doses en el
bloque K. Los doses son los nudos no bloqueados enlazados, mediante la via
de percolacién, con cualquier nudo no bloqueado de la columna izquierda
extrema, es decir, con los doses se marcan las vias de percolacion.
El proceso de busqueda de vias de percolacion cesa en dos casos:
1. En el lado derecho del cuadrado aparecié aunque sea un dos. El
ordenador indica que con un valor dado de t existe percolacion.
2. En el lado derecho del cuadrado no hay doses y el estudio de la
siguiente lista no condujo a la formacion de ningun dos nuevo. Eso
significa que se cortaron todas las vias y que con un valor dado de t no

hay percolacion.

Determinacion del umbral

Supongamos gque con un valor dado de t existe percolacion. Entonces el
ordenador reduce ese valor de t y, utilizando el mismo bloque V, halla un
nuevo bloque K con menor nidmero de nudos no bloqueados. De nuevo
comienza la busqueda de vias de percolacion. Si ésta se manifiesta otra vez,
el nimero t se reduce aun mas, y asi se procede hasta que con cierto valor
de t se aclare que no hay percolacién. Entonces el intervalo entre ese valor
de t y su valor minimo, con el que todavia habia percolacion, se divide por la
mitad y con este valor intermedio de t se realiza la busqueda de vias de
percolacién. Si ahora resulta que no hay percolacién, entonces el intervalo
entre este dltimo valor y el valor minimo con el que hay percolaciéon, de

nuevo se divide por la mitad. Pero si hay percolacién, entonces se divide por
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la mitad el intervalo entre el ultimo valor de t y aquel valor con el que no

habia percolacion.
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Figura 15. Cuadro de distribucién de los ceros, unidades y doses en el
momento de aparicion de la percolacién. Se indica la via por la cual los doses
"penetraron” del lado izquierdo al lado derecho del cuadrado. En este caso el

ordenador no ceso de trabajar al aparecer el primer dos en el lado derecho
del cuadrado, y continué trabajando hasta que dejaron de aparecer nuevos

doses.

Asi pues, el umbral de percolacion se encierra en una especie de "horquilla”
que puede estrecharse tanto como se quiera. Si con el primer valor elegido
de t no ha surgido percolacién, en necesario aumentar t hasta que ésta
aparezca, y luego de nuevo hacer una "horquilla”. Tal procedimiento permite
hallar el valor de t correspondiente al umbral de percolacién, con cualquier

grado de precision. Mediante el referido valor de t se calcula la porcion de
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nudos no bloqueados x que, como ya fue dicho, se asemeja al valor de t pero
que no es obligatoriamente igual a éste. Precisamente dicho valor de x,
obtenido en tal experimento, se declara umbral de percolacion.

La figura 15 ilustra la primera via de percolacion de izquierda a derecha que
aparecio en el cuadrado 30 x 30.

Después se realizan muchos experimentos idénticos que utilizan diversos
conjuntos de numeros aleatorios en el bloque V.

Esto corresponde al cambio de sucesion aleatoria de los nudos bloqueados en
el experimento por medio de una rejilla pantalla. Los resultados de tales
experimentos permiten hallar el valor medio del umbral de percolacion Xx.(N)
con un numero dado de nudos N. (Para esto es necesario simplemente sumar
todos los valores de los umbrales obtenidos y dividirlos entre el numero de
experimentos.)

Para hallar el verdadero umbral de percolacion
xe = lim x. (V)

hay que cambiar el nimero de nudos en el cuadrado, N y obtener la
dependencia Xx.(N). Para tal dependencia es preciso elegir la siguiente

expresion analitica’:

(W) =x ()45 (5)

0 sea, es necesario elegir las variables X.(©), D y y de tal modo que la
expresion (5) describa de la mejor manera los resultados obtenidos con
ayuda del ordenador. Si esto se realiza de tal modo que y > O, entonces se
puede decir que la variable x.(c0) también es igual al valor limite de X..

Efectivamente, de acuerdo con la expresion (5),

Gentileza de Rafael Rodriguez 77 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

i (V) = xe(e0)

La precision de tal procedimiento sera tanto mayor cuanto mas abundantes

sean los datos obtenidos para establecer la dependencia x.(N). Esto, a su

vez, depende de la velocidad y el volumen de la memoria del ordenador

disponible.
Ejercicio

9. Examinen con atencién la figura 15 y determinen de qué modo aparecia

cada grupo de doses.

Gentileza de Rafael Rodriguez 78 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

Segunda parte

Distintos problemas de la teoria de percolaciéon y su aplicacion

Capitulo 5

Problemas en reticulos planos

Contenido:
Plantamos un huerto frutal (problema de los enlaces)
Ejercicio
Desigualdad que enlaza Xer Y Xnud
Ejercicio
Reticulos recubridores y contenedores
Percolacion blanca y percolacién negra
Reticulos duales
Ejercicio
Resultados para los reticulos planos
Ejercicio

Percolacién orientada

Plantamos un huerto frutal (problema de los enlaces)

Se proyecta un huerto frutal de enormes dimensiones. Los arboles en él
deben crecer no de cualquier manera, sino regularmente. Los mismos seran
plantados en los nudos de cierto reticulo (red) periddico trazado en la
superficie de la tierra. Se pueden inventar muchos reticulos de este tipo,
pero nos limitaremos a tres: cuadrado, triangular y hexagonal (este ultimo
también es conocido con el nombre de "panal de miel™). Todos ellos estan
representados en la figura 16.

Claro esta que seria deseable plantar los arboles lo méas cerca posible uno de
otro, la tierra es cara, pero, por una serie de motivos, eso no se puede

hacer. Una de las causas consiste en que los proyectistas toman en
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consideracioén las enfermedades contagiosas de los arboles.

—

Figura 16. Reticulos planos: a) cuadrado; b) triangular; c) hexagonal

("panales de miel").

Supongamos gque los especialistas, de acuerdo con las enfermedades de los
arboles frutales, comunicaron los siguientes datos®:

1. El &rbol enfermo sélo puede contagiar a los arboles méas inmediatos.

2. Algunos arboles inmediatos se contagian mutuamente siempre que uno
de ellos esté enfermo. En otros casos no ocurre contagio. (Esto puede
depender, por ejemplo, de la distancia entre las ramas de un
determinado par de arboles.) Llamaremos par enlazado a dos arboles
inmediatos cuyo contagio mutuo es inevitable.

3. Los especialistas también pusieron a nuestra disposicion el tipo de
funcién x(a), es decir, la probabilidad de que dos arboles inmediatos
elegidos al azar constituyan un par enlazado. Esta probabilidad

depende de la distancia a entre los arboles inmediatos en un reticulo
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dado. Naturalmente que la funciébn x(a) aumenta al disminuir el
argumento a: cuanto mas cerca crezcan los arboles uno de otro, tanto

mas facilmente ocurrira su contagio mutuo.

Debemos contestar a la siguiente pregunta: ¢;cuantos arboles pueden ser
contagiados por un arbol enfermo? La respuesta soOlo puede ser
probabilistica. Si dicho arbol forma con cualquiera de sus vecinos un par
enlazado, el contagio es inevitable. Los &rboles enfermos, a su vez,
contagian a sus vecinos, etc. Por eso podemos preguntar solamente: ¢cual
es la probabilidad de que el arbol enfermo contagie a cierta cantidad de

arboles en el huerto?

T

__,_
== I
>

3
T N N | - S

Figura 17. Fragmento de una red cuadrada con los enlaces rotos. Estan

representados tres racimos de dos nudos (1, 2 y 3), un racimo de cuatro

nudos (4) un racimo de seis nudos (5) y un racimo de diez nudos (6)
Para los razonamientos ulteriores es conveniente pasar a la terminologia de
los racimos, introducida en el capitulo anterior. Consideraremos que entre

dos nudos inmediatos, en los que se encuentran los arboles que forman un
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par enlazado, hay un enlace que representaremos en forma de un alambre
que une esos dos nudos. Si los arboles inmediatos no forman un par
enlazado, eso significa que el enlace entre ellos (el alambre) esta roto
(Figura 17).

Diremos que dos nudos estan enlazados, si entre ellos hay un enlace entero
o si los mismos permanecen unidos mediante una cadena continua de nudos
inmediatos que tienen entre si enlaces enteros (por ejemplo, estan enlazados
entre si los nudos Ay B, asi como Cy D en la figura 17).

Al conjunto de nudos enlazados lo llamaremos racimo. Con arreglo al
problema sujeto a examen, la propiedad mas importante del racimo consiste
en que el arbol enfermo contagia a todos los arboles de su racimo y a ningun
otro fuera de éste.

Segun la definicién, la porcion de enlaces enteros es igual a X. Los
razonamientos ulteriores son los mismos que en el capitulo 3. Con pequefios
valores de X, los enlaces enteros se hallan dispuestos de uno en uno, casi
todos los racimos constan de dos nudos, los de tres son raros y los de cuatro
aun mas. Con grandes valores de x existe un racimo infinito de nudos
enlazados. Cuando x = 1, a éste le pertenecen todos los nudos del sistema.
Al disminuir x, parte de los nudos se desprenden de él y, por ultimo, con
cierto valor critico de X, el racimo infinito cesa su existencia.

El racimo infinito es precisamente el dafio que puede sufrir el huerto frutal y
del cual debemos protegerlo. Supongamos que P®"(x) es la probabilidad de
que un nudo elegido al azar pertenezca a un racimo infinito. Si x<x., de tal
manera que P®"(x) = 0, un arbol enfermo sélo puede contagiar a algunos
otros arboles. Pero si x>X. un arbol enfermo es capaz de contagiar, con una
probabilidad P°"(x), a un numero infinito de arboles en un huerto frutal
infinito. Por lo tanto, en el caso de x < X. el foco de la enfermedad,
introducido por casualidad en el huerto, ser& localizado cerca del lugar donde
fue a parar, mientras que en el caso de x > X; la enfermedad puede

difundirse por todo el huerto frutal.
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Para dar recomendaciones practicas es necesario hallar el valor de x. e
igualar a él la funcién x(a) presentada por los especialistas. De aqui se
determina la distancia a. que es la solucion de la ecuaciéon x(a.) = Xc. El foco
de la enfermedad que surgié en el huerto sera localizado si la distancia entre
los arboles es superior a a., y se difundirA por todo el huerto en caso
contrario.

El problema de hallar x., enunciado anteriormente, se denomina, en la teoria
de percolacion, problema de los enlaces, debido a que los elementos
arbitrarios aqui son los enlaces que, con una probabilidad dada, pueden ser
integros o estar rotos. A primera vista el problema de los enlaces se parece
al de los nudos que hemos examinado en los capitulos anteriores. Pero para
un reticulo dado, tales problemas no se reducen uno a otro y tienen diversas
soluciones.

En éste y los siguientes capitulos sera necesario complicar algo las
designaciones. Denotemos por Xnug €l umbral de percolacién del problema de
los nudos, y por Xen, €l umbral de percolacién del problema de los enlaces.
Dichos umbrales dependen del tipo de reticulo. Adoptemos las siguientes
designaciones abreviadas para denominar los reticulos planos: C, cuadrado;
T, triangular; H, hexagonal. Entonces Xn.(H) denotard el umbral de
percolacion del problema de los nudos en un reticulo hexagonal, Xen(T), el
umbral de percolacién del problema de los enlaces en un reticulo triangular,
etc. La funcidon P®"(x) introducida en este apartado para el problema de los
enlaces, ha de distinguirse de la funcion P(x) determinada anteriormente
para el problema de los nudos.

El problema de los enlaces puede ser enunciado no sélo en el lenguaje de los
racimos, sino también como el problema de percolacion desde un lado del
cuadrado hacia otro. Recordemos el experimento de la rejilla pantalla, con el
que hemos iniciado este libro. Es posible que a algunos lectores les haya
surgido la pregunta de por qué fue necesario bloquear los nudos, es decir,

cortar de repente cuatro alambres que entraban en cada nudo, en vez de
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cortar de uno en uno los alambres (enlaces elegidos arbitrariamente. Es facil
entender que, cortando los enlaces, los investigadores determinarian el
umbral Xen(C) en vez del umbral X,4(C) que habia sido hallado en el
experimento. Ahora se puede explicar por qué fue elegido el problema de los
nudos; como serd mostrado mas adelante, el problema de los enlaces en un
reticulo cuadrado tiene una solucidon analitica exacta, de la cual se deduce,
que Xen(C) = 0,5. Es por eso que para determinar Xen(C) no tenia sentido
realizar un experimento tan complejo, mientras que Xn4(C) sbélo se

determina a partir de célculos aproximados.

Ejercicio

1. Averigten la funcion P®"(x) cuando 1 - x « 1 para los tres reticulos
representados en la figura 16. Al examinar el problema de los nudos, en vez
de la funcién P(x) a menudo se introduce la funcién P™%(x) enlazada con P(x)

mediante la relacién

P(x) = xP™4(x) (1)

Por definiciéon, P(x) es la probabilidad de que un nudo elegido al azar
pertenezca a un racimo infinito. Esta funcion puede ser representada como el
producto de las probabilidades de dos acontecimientos independientes. El
primero de ellos, en el lenguaje del problema de la sustancia ferromagnética,
consiste en que el nudo elegido al azar resulté magnético. La probabilidad de
tal acontecimiento es igual a x (véase el ejercicio 1 del capitulo 1). El
segundo acontecimiento consiste en que dicho nudo esta relacionado con un
racimo infinito de nudos magnéticos. Por lo tanto, la funcién P””d(x)
determinada por la formula (1), es la probabilidad de que el pudo magnético
elegido al azar esté relacionado con el racimo infinito. Con otras palabras.
Pnud

(x) es la porcion de nudos magnéticos pertenecientes al racimo infinito,

es decir, la relacion entre el nimero de nudos pertenecen al racimo infinito y
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el niUmero de nudos magnéticos. Recordemos que P(x) es la relacion entre el
niamero de nudos pertenecientes al racimo infinito y el niumero total de
nudos. Es natural que la funcién P™Y(x) crece monétonamente con el
aumento de X, equivale a la unidad cuando x = 1, y es igual a cero cuando
X < Xnud-

El matemaético inglés J. M. Hammersley, quien fue el primero en hablar de la

teoria de percolacion, demostré un teorema segun el cual
pmud(x) < Pe(x) (2)

Pnud

Ambas funciones y P®" crecen monétonamente al aumentar el argumento

X.

Pn ud Pcn

prn Pnud

9 |

“em Xpud

Figura 18.

Por esta razon (Figura 18), de la férmula (2) se deduce que

Xen < Xnud (3)

es decir, para cualquier reticulo (no plano obligatoriamente), el valor del

umbral para el problema de los enlaces no es mayor que para el problema de

Gentileza de Rafael Rodriguez 85 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

los nudos.

Este resultado puede ser escrito en forma de otra desigualdad:

1—Xen =1 — Xpug 4)

y puede ser interpretado del modo siguiente. Supongamos que €es preciso
bloquear la percolacion de corriente eléctrica por una rejilla de conductores,
o la percolaciéon de un liquido por una rejilla de tubos, lo cual se puede hacer
blogueando los nudos, cortando los enlaces (alambres o tubos) que unen
dichos nudos. La desigualdad (4) significa que cortando los nudos es mas
facil bloquear el sistema que cortando los enlaces. La porcion de nudos
bloqueados, con los que se interrumpe la corriente, es menor que la porciéon
de enlaces rotos. Tal resultado nos parece natural en absoluto, ya que, al ser
bloqgueado un nudo, se rompe no sélo un enlace, sino que todos los enlaces

que entran en ese nudo.

Ejercicio

2. Hallen la funcién P™9(x) cuando 1 - x « 1 para los tres reticulos
representados en la figura 16. Comparenla con el resultado del ejercicio 1 y
comprueben la justedad de la desigualdad (2).

Aclaracion. En el ejercicio 1 del capitulo 3 habiamos recomendado hallar la
funcion P(x) para el problema de los nudos cuando 1 - x « 1. Pero aqui
solamente se trataba del principal término de la funcion, es decir, de P(x) =
x. Si sustituimos esta expresion en la formula (1), obtenemos P™¢ = L. Es el

resultado correcto en el sentido de que

limP™ud(x) =1

x—1

Ahora proponemos al lector hallar los pequefios términos que distinguen la
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funciéon P™9(x) de la unidad. Por supuesto que el limite de los mismos,
cuando x ->1, es igual a cero. Por eso el resultado puede ser presentado en
forma de P™4(x) =1 - A (1 - x)", donde A y n son los coeficientes numéricos

positivos determinados por el tipo de reticulo.

Reticulos recubridores y contenedores

El problema de los nudos es mas general que el problema de los enlaces.
Este ultimo se reduce al problema de los nudos pero en otro reticulo llamado
recubridor. Este se construye a base del reticulo inicial segun las siguientes
reglas:

1. En el centro de cada enlace del reticulo inicial hay que colocar un nudo
del reticulo recubridor,

2. Dos nudos del reticulo recubridor han de enlazarse uno con otro en
caso y soOlo en caso de que los enlaces del reticulo inicial, en los que
estan colocados esos dos nudos, converjan en el nudo de este ultimo
reticulo.

El resultado de tal construccién es un nuevo reticulo periédico denominado
reticulo recubridor respecto al reticulo inicial.

La figura 19 ilustra un reticulo recubridor para el caso cuando el reticulo
inicial es un reticulo cuadrado. Este ultimo esta representado con lineas
finas. Los arcos indican los lugares donde el reticulo inicial tiene nudos. El
reticulo recubridor consta de lineas finas y lineas gruesas, pero en las
intersecciones de las lineas finas ese reticulo no tiene nudos. Estos solo se
encuentran en las intersecciones de las lineas gruesas, y en la figura estan
marcados con puntos.

Cada enlace del reticulo inicial se acopla con otros tres enlaces en uno de sus
extremos, y con tres enlaces mas en el otro extremo. Por eso cada nudo de

ese reticulo debe estar enlazado con otros seis nudos.
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Figura 19. Reticulo para cubrir la red cuadrada.

Esto se muestra en la figura 19. Cada nudo estd enlazado con otros cuatro
nudos mediante lineas gruesas, y con dos nudos mas. mediante lineas finas.
Ahora supongamos que el problema de los enlaces ha sido enunciado con
arreglo al reticulo inicial, es decir, cierta porcion de enlaces elegidos al azar
estan rotos.

Supongamos que si un enlace del reticulo inicial esta roto, el nudo del
reticulo recubridor situado en dicho enlace ha de permanecer bloqueado.
Ahora surgio el problema de los nudos en un reticulo recubridor. Los mismos
en tal reticulo resultaron blogueados casualmente, y la porcion de ellos
equivale a la porciéon de enlaces rotos en el reticulo inicial.

Cabe senalar que en el problema de los enlaces, la existencia de un racimo
infinito de nudos enlazados uno con otro siempre significa la existencia de un
racimo infinito de enlaces integros acoplados uno con otro. Y, por el
contrario, la falta de un racimo infinito de nudos significa la falta de un
racimo de enlaces.

Segun la estructura del reticulo recubridor, se ve que la existencia de un

racimo infinito de enlaces enteros en el reticulo inicial, significa la existencia
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de un racimo infinito de nudos no bloqueados en el reticulo recubridor y, por
el contrario, la falta de un racimo infinito de enlaces en el reticulo inicial,
significa la falta de un racimo infinito de nudos en el reticulo recubridor. De
aqui se deduce que el umbral de percolacién del problema de los enlaces en
un reticulo inicial es igual al umbral de percolacién del problema de los nudos
en un reticulo recubridor. Si designamos por L el reticulo inicial, y por L,, el

reticulo recubridor, lo dicho puede ser escrito en forma de la férmula

xen(L) = xnud(Lr) (5)

Una serie de desigualdades entre los umbrales de percolacion para distintos
reticulos se puede obtener utilizando el concepto de reticulo contenedor.
Supongamos que el reticulo L se obtiene del reticulo L.;n tachando cierta
cantidad de enlaces. Entonces dicen que el reticulo Lo, contiene el reticulo L.
Recurramos, por ejemplo, a un reticulo triangular. Si eliminamos en él todos
los enlaces marcados (en la figura 20) con dos rayas, el mismo se
transformara en el reticulo mostrado en la parte derecha de la figura. Es facil
notar que, desde el punto de vista del problema de los nudos o de los

enlaces, ese nuevo reticulo es equivalente a un reticulo cuadrado.

Figura 20. El reticulo triangular contiene el cuadrado.

En efecto, el hecho de que los angulos entre los enlaces en el nuevo reticulo
no sean iguales a 90° no tiene ninguna importancia si se examina la cuestién

del enlace de varios nudos uno con otro (el nuevo reticulo puede ser
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simplemente "enderezado" mentalmente). ElI umbral de percolacion del
problema de los enlaces (jy el de los nudos!) en este reticulo equivale
exactamente al umbral de percolacién en un reticulo cuadrado. Por eso dicen
que el reticulo triangular incluye en si el reticulo cuadrado.

Ahora supongamos que cierta porcion de enlaces del reticulo contenedor
estan rotos. Los enlaces de dicho reticulo pueden ser divididos en enlaces
que son comunes para este Ultimo y para el reticulo contenido en él. y los
enlaces que son especificos para el reticulo contenedor (estos ultimos estan
marcados con dos rayitas en la parte izquierda de la figura 20). En vista de
que los enlaces se rompen absolutamente por casualidad, la porcién de
enlaces rotos en una y otra categoria de enlaces sera idéntica e igual a la
cantidad total de enlaces rotos en todo el reticulo. Por esta razén, para
obtener el reticulo contenido, con la misma porcion de enlaces rotos, es
necesario romper complementariamente, en el reticulo contenedor, los
enlaces que aun permanecen integros, pero que son especificos para este
reticulo, es decir, que faltan en absoluto en el reticulo contenido.

De aqui se deduce que el numero de enlaces enteros que salen de cada nudo
del reticulo contenedor no es menor (mayor o igual) que el numero de
enlaces enteros que salen del mismo nudo del reticulo contenido. Por eso la
probabilidad de que un nudo elegido al azar pertenezca a un racimo infinito
para un reticulo contenedor, no es menor que para un reticulo contenido. Asi

"hemos obtenido la desigualdad

Pi"(x) < P (x) (6)

En el primer miembro de la desigualdad (6) se encuentra la funcién P®"(x)
calculada para el reticulo contenido, y en el segundo miembro, para el
reticulo contenedor. Al igual que de la desigualdad (2) se deduce la

desigualdad (3), de la (6) se deduce que
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xen (LCOTl) S xen(L) (7)

es decir, Xen €s menor en el reticulo contenedor que en el contenido.
Como ya fue dicho, el reticulo triangular contiene el reticulo cuadrado. Por lo

tanto,

Xen(T) < 2y (C) (8)
T T J_ _
FENE: I

T LT 19 \ 2 1

C H

Figura 21. El reticulo cuadrado contiene el hexagonal

Ahora supongamos que del reticulo cuadrado han sido tachados ciertos
enlaces, asi como se muestra en la figura 21. En este caso obtendremos el
reticulo representado en la parte derecha de la figura. Obsérvenlo con
atencion. Es equivalente a un reticulo hexagonal. Estirémoslo suavemente
hacia arriba, deformando un poco los enlaces, y sus células (Figura 22) se
convertiran en una especie de "panales de miel”, como los mostrados en la
figura 16. Por consiguiente, el reticulo cuadrado contiene el reticulo

hexagonal y, por lo tanto,

xen(C) S xen(H) (9)

De las desigualdades (8) y (9) se deduce que

Xen(T) < xn(H) (10)
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Ahora volvamos al problema de los nudos. Supongamos que en los reticulos
contenedor y contenido estdn bloqueados los mismos nudos
(respectivamente la porciéon de nudos bloqueados aqui y alla es igual).
Admitamos que en el reticulo contenido existe un racimo infinito de nudos
enteros. Eso significa que el mismo también existe en el reticulo contenedor,

ya que los enlaces adicionales s6lo pueden contribuir a su aparicion.

[
=

Figura 22. Transformacion de la célula representada en la parte derecha de

la figura 21, en "panales de miel".

Pero si se sabe que el racimo infinito existe con una porcion dada de nudos
enteros en el reticulo contenedor, de aqui es imposible deducir algo acerca
de la existencia de un racimo infinito en el reticulo contenido. La eliminacion
de una serie de enlaces entre los nudos al pasar de un reticulo contenedor a
uno contenido, puede ser fatal para el racimo infinito. Por lo tanto, el umbral
de percolacidon del problema de los nudos en un reticulo contenido no puede

ser menor que en un reticulo contenedor:

xnud(Lcon) < xnud(L) (11)

De aqui se deduce una cadena de desigualdades para los reticulos cuadrado,

triangular y hexagonal:

xnud(T) < xnud(C) < xnud(H) (12)
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exactamente la misma que para el problema de los enlaces.

Volvamos otra vez a la figura 19. donde se muestra el reticulo recubridor de
un reticulo cuadrado. Supongamos que los enlaces representados con lineas
finas han sido eliminados. Es facil entender que como resultado hemos
obtenido un reticulo cuadrado solamente que virado a 45°, lo cual, por
supuesto, no tiene completamente importancia para los problemas de la
teoria de percolacioén.

Asi pues, el reticulo recubridor de un reticulo cuadrado incluye en si este

ultimo. De acuerdo con la formula (5),

xnud(Lr) < xen(C) (13)

donde por L, se entiende el reticulo recubridor representado en la figura 19.
Pero de la desigualdad (11) y del hecho de que ese reticulo contiene el

reticulo cuadrado, se deduce que

Xnud (Lr) < Xnud (C) (14)

De las desigualdades (13) y (14) resulta que

xnud(C) < xnud(C) (15)

Por consiguiente, hemos obtenido que para un reticulo cuadrado, el umbral
del problema de los enlaces es inferior al umbral del problema de los nudos.
La desigualdad (15) es un caso particular del teorema general de J. M.
Hammersley, el cual se expresa por medio de la féormula (3) y que fue
expuesto por nosotros sin demostracion. Al deducir (15) no hemos utilizado
este teorema, y por eso podemos decir que las ideas antes presentadas

demuestran el mismo para el caso de un reticulo cuadrado. Enfoquemos
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ahora el problema de los enlaces desde un punto de vista algo diferente.
Hasta ahora habiamos dicho que existen enlaces enteros y rotos distribuidos
arbitrariamente por el reticulo, y que se llamaba racimo el conjunto de nudos
unidos por medio de enlaces enteros.

El problema puede ser enunciado méas simétricamente. A los enlaces rotos
les llamaremos "enlaces negros"”, y los enteros, "enlaces blancos™. Diremos
que el conjunto de nudos unidos mediante enlaces blancos es un racimo
blanco, y que el conjunto de nudos unidos mediante enlaces negros es un
racimo negro (segun la vieja terminologia, por racimo se entendia un racimo
"blanco™). Al igual que antes, por x designaremos la porcidon de enlaces
blancos, y por g, la porcion de enlaces negros. Como cada enlace es negro o
blanco, g =1 - x.

Con arreglo a tal enunciacion también se puede hablar de la percolacién por
los enlaces blancos, y de la percolacion por los enlaces negros.

Con poca concentracion x de enlaces blancos, no existe racimo blanco
infinito, pero si existe racimo negro infinito, es decir, un racimo infinito de
nudos unidos por medio de enlaces negros. Por el contrario, con poca
concentracion g de enlaces negros (es decir, con valores de x préximos a la
unidad) existe un racimo blanco infinito y no hay racimo negro infinito.
Cuando x varia de cero a la unidad, ocurren dos acontecimientos:
desaparece el racimo infinito negro y aparece el blanco o, que viene a ser lo
mismo, desaparece la percolacion por los enlaces negros, y aparece la
percolaciéon por los enlaces blancos, Pero, ¢ien qué orden suceden esos
acontecimientos?

Los enlaces blancos y negros no difieren en nada uno de otro, salvo sus
nombres. Por eso es evidente que la concentracion critica gen con la que
surge percolacion por los enlaces negros, es igual a la concentracion Xen, con
la que surge percolaciéon por los enlaces blancos.

Por consiguiente, al aumentar X, la percolacion por los enlaces blancos surge

cuando X = Xen, Y la percolacion por los enlaces negros desaparece cuando
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X=1-gen = 1 - Xen. La sucesién con que ocurren estos acontecimientos
depende del signo de la diferencia Xen - 0,5.

Si para realizar la percolacion por los enlaces blancos es necesario que mas
de la mitad de los enlaces sean blancos (lo cual significa que en el punto de
percolacion debe haber mas enlaces blancos que negros), entonces, al
aumentar x, al principio desaparece la percolacién por los enlaces negros, y

después aparece la percolacion por los enlaces blancos (Figura 23, a).

=11
:{f— | | 4\/ \ _
0 | =Xen 0,5 Xen

1 ¥

111
b)

Figura 23.

En la zona | de la figura 23, a existe percolacién soélo por los enlaces negros,
en la zona |1l sélo por los enlaces blancos, y en la zona Il no hay percolaciéon
tanto por unos como por otros enlaces.

Si Xen < 0,5. al principio aparece percolacion por los enlaces blancos, y sélo
después desaparece la percolacién por los enlaces negros. En la zona | de la
figura 23, 6 existe percolaciéon por los enlaces negros, en la zona lll, por los
enlaces blancos, y en la zona Il, tanto por unos como por otros enlaces.

Esa misma enunciacion simétrica es aplicable para el problema de los nudos.

Recordemos que en este caso todos los enlaces son enteros, pero los nudos
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suelen ser de dos categorias. En el problema del reticulo, los enlaces se
Ilamaban enteros y bloqueados, mientras que en el problema de la sustancia
ferromagnética, los mismos se denominaban magnéticos y no magnéticos.
Ahora, al igual que en el problema de los enlaces, se introduce una
designacion universal: los nudos enteros o magnéticos se denominan nudos
blancos, y los nudos blogueados o no magnéticos se llaman nudos negros.
Los nudos blancos se llaman nudos enlazados cuando son vecinos el uno del
otro o cuando permanecen unidos mediante una cadena de nudos blancos
que son vecinos proximos. Ilgualmente pueden estar enlazados entre si los
nudos negros.

Se puede hablar de la percolacién por los nudos blancos y por los nudos
negros. Si Xnug > 0,5, existira un campo de valores de x en el que no habra
percolaciéon ni por los nudos blancos ni por los negros (1 - Xnud < X < Xnud). Si
Xnud => 0.5, en la zona Xnug « X < 1 - Xpug €Xistira percolacion tanto por los
nudos blancos como por los negros.

El enfoque simétrico resulta constructivo, ya que a veces, examinando el
reticulo, se logra aclarar que en este no puede haber ni percolacion blanca ni
percolaciéon negra, o que en el mismo debe haber sin falta una de esas
percolaciones. Partiendo de ello es facil sacar ciertas conclusiones acerca del
umbral de percolacion.

Examinemos, por ejemplo, el problema de los nudos en un reticulo
triangular. Supongamos que hay percolacion por los nudos blancos. Es féacil
convencerse de que en este caso no puede haber percolacién por los nudos
negros. Supongamos que se estudia la percolacion de la corriente eléctrica
de izquierda a derecha en una rejilla de gran tamafio, asi como se hacia en el
experimento descrito en las primeras paginas de este libro. Sélo que ahora la
rejilla, en vez de ser cuadrada, estad confeccionada en forma de un reticulo
triangular. Es facil comprender que dicho reticulo estad estructurado de tal
modo que la presencia de una via de percolacién por los nudos blancos de

izquierda a derecha excluye la posibilidad de percolaciéon por los nudos
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negros de arriba abajo. En efecto, los nudos negros no pueden "penetrar" a
través de la linea quebrada que atraviesa toda la rejilla de izquierda a
derecha y que une los nudos blancos.

Como fue explicado en el capitulo 3, la existencia de un racimo infinito
asegura la percolacion en cualquier direccion si el tamafio del sistema es
bastante grande. Por eso es preciso deducir que en un reticulo triangular,
con un mismo valor de X, no puede existir racimo infinito tanto de nudos
blancos como de nudos negros, es decir, no puede haber percolacién tanto
por los nudos blancos como por los negros. De aqui resulta que Xpug (T) =
0,5. Eso mismo se puede deducir con arreglo a un reticulo cuadrado: Xnug (C)
> 0,5.

Para el reticulo triangular fue demostrado un teorema segun el cual Xnug (T)
= 0.5. Aqui no podemos exponer su demostraciéon, pero la esencia del asunto
se puede entender con relativa facilidad utilizando la idea acerca de la
percolacion blanca y la percolacion negra. Representando distintas
configuraciones de nudos negros y blancos es posible demostrar que la falta
de percolacion por los nudos blancos de izquierda a derecha provoca
obligatoriamente la percolacion por los nudos negros de arriba abajo (jel
reticulo cuadrado no posee tal propiedad!).

Asi pues, en un reticulo triangular no puede haber percolacién ni por los
nudos blancos ni por los negros simultaneamente, y no puede no haber
percolacion aunque sea por una categoria de nudos. De aqui se deduce que
la zona Il en la figura 23 (en esta figura ahora es preciso sustituir Xe, por
Xnud) S€ reduce a un punto, es decir, Xnug (T) = 0,5.

En el caso del problema de los enlaces es conveniente realizar tal tipo de

investigacion utilizando el concepto de reticulo dual.

Reticulos duales
Duales sélo pueden ser los reticulos planos. Por planos se entienden los

reticulos que pueden ser ubicados en una superficie, ademas, de tal modo
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que los enlaces del reticulo sélo se crucen en los puntos donde se encuentran
los nudos del reticulo. Por ejemplo, todos los reticulos representados en la
figura 16 son planos, mientras que el reticulo recubridor en la figura 19 no es
plano, ya que en los lugares marcados con arcos, sus enlaces se cruzan y no
hay nudos en los puntos de interseccion. (Los arcos son una especie de
puentes que aseguran la desunidon de las vias dirigidas de izquierda a
derecha y de arriba abajo.)

Cada reticulo plano divide la superficie en células. El reticulo L sera dual
respecto al reticulo L en caso de que cada enlace L% cruce uno y solamente
uno de los enlaces del reticulo L y, viceversa, en caso de que cada enlace L
cruce uno y solamente uno de los enlaces LY.

Ademas, en cada célula del reticulo L debe encontrarse tan so6lo un nudo del
reticulo L? (y viceversa).

Como se deduce de la definicion, la propiedad de dualidad es reciproca: si LY

es dual respecto a L, también L es dual respecto a LY.

Figura 24. Estructura que muestra que el reticulo cuadrado es dual a si
mismo Las lineas llenas y los circulos oscuros indican los enlaces y los nudos
del reticulo inicial, mientras que las lineas de trazos y los circulos claros

indican los enlaces y los nudos del reticulo dual.
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Las figuras 24 y 25 ilustran que un reticulo cuadrado es dual a si mismo, y
que los reticulos triangular y hexagonal son duales uno respecto a otro.
Volvamos ahora al problema de los enlaces. Supongamos que si cierto enlace
en el reticulo inicial es blanco (entero), el enlace que lo corta en el reticulo
dual ser& negro (roto). Por esta razon, si la concentracion de enlaces blancos
en el reticulo inicial es igual a x, la concentracion de enlaces blancos en el
reticulo dual g = 1 - x.

Mas adelante ser& necesario hablar del umbral de percolacion como del valor
de la concentracion de enlaces blancos con el que surge (o desaparece) por
primera vez la conductibilidad de izquierda a derecha en un reticulo muy
grande con electrodos soldados a él (véase la Figura 1). Es el mismo
planteamiento del problema examinado al principio del libro, solamente que
ahora son alterados no los nudos del reticulo, sino los enlaces.

Admitamos que en el reticulo inicial existe una via de percolacion por los
enlaces blancos de izquierda a derecha. Como es facil de entender, eso
significa la falta de via de percolacion por los enlaces blancos en el reticulo
dual de arriba abajo. En efecto, el enlace blanco del reticulo inicial, segun la
definicion, soélo es cortado por el enlace negro del reticulo dual. Por
consiguiente, si en el reticulo inicial existe una linea quebrada de enlaces
blancos, la cual no se interrumpe en ninguna parte, cruzando todo el reticulo
de izquierda a derecha, esto significa que los enlaces blancos del reticulo
dual no pueden "abrirse paso" en ningun lugar de dicho reticulo para pasar
de arriba abajo.

Si el reticulo es bastante grande, la presencia de una via dirigida de
izquierda a derecha en el reticulo inicial, significa que la porcion de enlaces

blancos es mayor que la porcion de enlaces de umbral:

X > Xen(L) (16)
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Figura 25. Construccién que muestra que el reticulo triangular es dual al
hexagonal (y viceversa) Las designaciones son las mismas que en la figura
24

Pero la falta de una via dirigida de arriba abajo en los enlaces duales
blancos, significa que la porcién de éstos en el reticulo dual, g = 1 - X, es
menor que la porcidn de enlaces de umbral en ese reticulo, es decir, 1 - X <
Xen (LY, 0 bien
x>1—x,,(L%) (17)
De acuerdo con lo dicho mas arriba, todos los valores de x que satisfagan la
desigualdad (16), satisfaran también la desigualdad (17). De aqui se deduce
que Xen (L) = 1 - Xen (LY, 0 bien
Xen(L) + xen (L) 2 1 (18)

Para un reticulo cuadrado L = LY, y de la desigualdad (18) se deduce que

Xen(C) 205 (19)
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y si utilizamos también la desigualdad (15), obtenemos

Xnua(€) =05 (20)

es decir, la misma conclusion que en el apartado anterior. Recuerden que el
experimento del reticulo cuadrado, descrito en el capitulo 1, proporcioné el
valor de X,,g(C) = 0.59, lo cual no contradice la desigualdad (20).

Para dos reticulos, cuadrado y triangular, ha sido estrictamente demostrado
que el signo de desigualdad en la férmula (18) debe sustituirse por el signo

de igualdad, es decir:

Xen (L) + x0n (1) = 1 (21)

De aqui seguidamente se obtienen dos nuevos resultados:

xen(C) =05 (22)

Xen(T) + x.,(H) =1 (23)

Aqui no se expone la demostracion estricta de la formula (21): la misma
requiere la introduccion de una serie de conceptos nuevos que en adelante
Nno seran necesarios. Pero a esta formula se le puede dar una interpretaciéon
bastante clara. Dibujando diversas configuraciones de enlaces blancos y
negros, se puede demostrar que para los reticulos cuadrados y triangulares,
la falta de percolacion por los enlaces blancos de izquierda a derecha en el
reticulo inicial, siempre significa la presencia de percolacién de arriba abajo
por los enlaces blancos del reticulo dual. Creamos de buena fe en esta
afirmacion. Supongamos que la cantidad de enlaces blancos es tal que en el

reticulo inicial no hay percolacion de izquierda a derecha, para un reticulo de
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tamafno bastante grande eso significa que

X < Xen(L) (24)

En este caso, en el reticulo dual hay percolacion de arriba abajo. La porcion
de enlaces blancos en el mismo es igual a 1 - x. Por consiguiente, 1 - X > Xen
(LY, o bien

x<1l- xen(Ld) (25)

Conforme a lo dicho méas arriba, todos los valores de x que satisfacen la
desigualdad (24), también deben satisfacer la desigualdad (25). Esto es

posible si 1 - Xen(L?) = Xen(L), O si

Xen(L) + xen(L9) <1 (26)

De las desigualdades (18) y (26) se deduce la igualdad (21).

La formula (23) no permite hallar por separado Xen(T) Y Xen(H). No obstante,
utilizando la transformacion "estrella-triAngulo”, conocida en la teoria de los
circuitos eléctricos, podemos obtener una relacion mas, la cual enlaza los
umbrales de percolacion del problema de los enlaces en los reticulos

triangular y hexagonal. Como resultado, se hace evidente cada uno de los

umbrales:
T
Xon(T) =2 sen o~ 0,347296
(27)
T
Xen(H)=1-x,,(T)=1- Zsenﬁ ~0,652704
Ejercicio
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3. Observen la figura 57 que ilustra la transformacion "estrella-triangulo”. Si
Uds. son capaces de comprender cOmo se escribe la relacion acerca de la
cual acabamos de hablar y obtienen las féormulas (27), jeso sera magnifico!
Si no pueden lograrlo, no se disgusten, pues este problema no es facil. La
deduccion de las formulas (27), efectuada por primera vez en el afio 1963
por M. F. Sykes y J. W. Essam, matematicos ingleses, fue un acontecimiento
en la teoria de percolacion. Lean con atencién el texto adjunto a dicha figura
y Uds. posiblemente experimenten placer por la brillante aplicaciéon de la

teoria de las probabilidades, que condujo a un resultado tan interesante.

Resultados para los reticulos planos.
Sé6lo nos queda presentar la tabla general de los umbrales de percolacion

para los reticulos planos (tabla 1).

Tabla 1
Tipo de reticulo Xen Xnud
Triangular 0,3473 0,50
Cuadrado 0,500 0,59
Hexagonal 0,6527 0,70

Sélo dos numeros en esta tabla, a saber, Xn4(C) Y Xnud(H), fueron obtenidos
por métodos aproximados. Todos los demas son los resultados de soluciones
exactas. Como sera mostrado en el capitulo siguiente, en cuanto a los
reticulos tridimensionales (volumétricos) el asunto es mucho peor. Para éstos
no se ha obtenido ni una sola solucibn exacta. Y eso no debe parecer
extrafio. Para la solucién analitica de los problemas de la teoria de
percolaciéon no existe ningun método. Cada solucion exacta, de una de ellas
ya hemos hablado, produce el efecto de milagro. Por eso, a nuestro juicio
deberia parecer mas extrafio el hecho de que ya son tantas las soluciones

exactas obtenidas.
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Ejercicio

4. Volvamos al huerto frutal del que se hablé al comenzar este capitulo.
Supongamos que la distancia entre los arboles se elige de la condicién de
que la cantidad de pares enlazados es igual al valor de umbral. Admitamos
que conocemos la funcién a(x), es decir, la distancia entre los arboles
inmediatos segun la cantidad de pares enlazados x. Naturalmente que cuanto
mayor sea x tanto menor sera la distancia a, ya que cuanto mas cerca
crezcan los arboles uno de otro, tanto mas facilmente se producira el
contagio entre ellos. Si X = Xen, la distancia entre los arboles sera igual a
X(Xen). Hallen la superficie de terreno que corresponde a cada arbol, con tal
eleccion de la distancia y para tres reticulos diferentes. El reticulo con la
menor superficie por arbol es el mas conveniente. ¢Es posible decir qué
reticulo contribuye a la menor superficie por arbol, basandose tan sélo en el
hecho de que la funcion a(x) disminuye monétonamente con el aumento de
X?

Ahora supongamos que en los nudos de un reticulo plano hemos plantado no
un huerto frutal, sino un bosque, y que éste se incendié. Las ramas de
algunos arboles que son vecinos proximos se hallan entrelazadas y
transmiten el fuego de un arbol a otro. Conforme a la terminologia general,
diremos que los nudos en los que se encuentran tales arboles permanecen
unidos por medio de enlaces blancos. Otros arboles que también son vecinos
proximos no incendian uno a otro. En este caso diremos que los referidos
nudos permanecen unidos por medio de enlaces negros. Los enlaces blancos
y negros se hallan desordenadamente dispersos por el reticulo, ademas, una
parte de los enlaces blancos es igual a x.

El problema consiste en hallar tal valor critico de Xen, con el que, cuando x <
Xen, €l foco del incendio sea localizado, y con el que, cuando X > Xen, el fuego
se propague por todo el bosque.

Es facil entender que eso es simplemente un ejemplo mas del problema de
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los enlaces. El valor de xen puede ser tomado de la Tabla 1.

Ahora supongamos que durante el incendio sopla un viento muy fuerte, de
tal modo que el fuego se propaga tan sélo en direccion de éste. Eso conduce
a un nuevo problema interesante denominado problema de percolaciéon
orientada o dirigida).

Consideraremos que el bosque ha sido plantado en los nudos de un reticulo
cuadrado, y que el viento sopla en direccion de la diagonal de los cuadrados.
En la figura 26, la direccion del viento se muestra mediante una saeta, y el
reticulo esta virado a 45° respecto al método corriente de su presentacion.
Las condiciones del problema ahora se enuncian del modo siguiente. Cada
enlace blanco se convierte en un vector cuya flecha se halla dispuesta de tal
manera que la proyeccion de dicho vector sobre la direccion del viento es
positiva. Al igual que antes, los enlaces negros no transmiten el fuego en
ninguna direccion, mientras que los blancos lo transmiten solo en direccion
de la flecha. Es necesario determinar la porcién critica de enlaces blancos, a
partir de la cual, un arbol en llamas, en un bosque infinitamente grande,
puede provocar un incendio capaz de propagarse a una distancia
infinitamente grande.

En la figura 26, mediante lineas gruesas con saetas se indican los enlaces
blancos, y se muestran dos vias de percolacion: 1 y 2. La via 1 puede
representar el movimiento del fuego, mientras que la via 2 no corresponde a
las condiciones de percolacion orientada: en dos lugares indicados con
rayitas. el movimiento es opuesto a la direccion del enlace blanco, o sea, se
realiza en contra de la direcciéon del viento.

Por lo tanto, si en la percolacion no orientada, los enlaces blancos se han
utilizado en ambas direcciones, en la percolacion orientada ellos pueden
utilizarse en una sola direccion. De aqui resulta que la porcién critica de
enlaces blancos en la percolacion orientada x%., no puede ser menor que en
la percolacion ordinaria, es decir, Xx%n = Xen.

Hoy dia, para una serie de problemas de percolacion orientada se ha
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obtenido una solucién aproximada. En particular, para el problema de los
enlaces en un reticulo cuadrado, el cual fue descrito més arriba, Xen = 0,63 0
bien 0,64 (los resultados obtenidos por distintos métodos difieren uno de
otro). Recordemos que para el problema no orientado de los enlaces en un
reticulo cuadrado, Xen = 0,5.

Muchos problemas fisicos se reducen a la percolacion orientada. Como
ejemplo puede ser nombrado el movimiento del electron en un intenso
campo eléctrico engendrado en un medio heterogéneo arbitrario. En tal
medio, donde las propiedades cambian arbitrariamente de un punto a otro,
en direccion opuesta al movimiento del electron surgen obstaculos que éste
debe contornear. A su vez, el campo eléctrico homogéneo desempefia el

papel de viento, el cual hace que el electron se mueva en una sola direccion.

Viento

04

Figura 26. Los enlaces blancos orientados se sefialan mediante lineas
gruesas con saetas, y tos enlaces negros, mediante lineas finas El fuego
puede difundirse de izquierda a derecha por la via / y no puede difundirse
por la 2 Con dos rajas se indican dos tramos de la via 2 en los que el fuego

se veria obligado a moverse en contra del viento.
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La percolacién orientada también surge en el problema de conductibilidad de
la rejilla de alambre (capitulo 1), si admitimos que en cada enlace entre los
nudos de la rejilla ha sido intercalado un diodo (rectificador) que deja pasar
la corriente en una sola direccion. En este caso, la porcion de enlaces rotos,
con la cual cesa de fluir la corriente por la rejilla, corresponde al umbral de
percolacion orientada. También se ha examinado un problema mixto, cuando

los diodos se intercalan no en todos los enlaces de la rejilla.
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Capitulo 6
Reticulos tridimensionales y estimaciones aproximadas de los

umbrales de percolaciéon

Como ya fue mostrado en el capitulo 5, el umbral de percolacion depende
considerablemente del tipo de reticulo sometido a examen. El objeto del
presente capitulo consiste en aclarar cualitativamente qué propiedades de los
reticulos son precisamente las mas importantes para los umbrales de
percolaciéon. Comprendiendo esto se puede aprender, sin resolver el
problema, a pronosticar (con una precision del orden del 10%) los umbrales
de percolacion. Como hay gran cantidad de reticulos, y el calculo de un
umbral requiere (jademés de alto nivel profesional!) alrededor de una hora
de funcionamiento de un ordenador de alta clase, la habilidad de predecir
enseguida el resultado (aunque no sea muy exacto) constituye un hecho
muy valioso.

Ademas, los problemas de percolacion no se reducen tan solo a los
problemas de los reticulos. Como veremos mas adelante, para distintas
aplicaciones son importantes principalmente los problemas no relacionados
con los reticulos. Por consiguiente, las ideas acerca de la estimacion
aproximada, expuestas en este capitulo, son muy Uutiles para los llamados
problemas no reticulares. A base de dichas ideas, una serie de umbrales de
percolacién, para los problemas no reticulares, fueron pronosticados con
gran precision mucho antes de la resolucion de los referidos problemas con
la ayuda de un ordenador.

Para adquirir la experiencia necesaria hay que salir de los margenes de los
reticulos planos examinados en el capitulo anterior y recurrir a los reticulos

tridimensionales.

Reticulos tridimensionales

Uno de los reticulos tridimensionales mas simples es el reticulo cubico
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sencillo (abreviadamente CS) representado en la figura 12. Como base del
mismo sirve el cubo elemental mostrado en la figura 27. Los vectores a;, ao,
az se denominan vectores de traslacion. Alargando cada uno de ellos un
namero entero de veces (ni, N2, nN3z) y sumando después los vectores
obtenidos, se puede hallar el vector Rni,n2n3 que sale del origen de

coordenadas y se apoya en cualquier nudo del reticulo cubico sencillo:

Rn1,n2,n3 = N1a1 + Nzaz + Nzas

En los reticulos cubicos, todos los vectores a; a», as tienen la misma
longitud a, y por este motivo, los numeros nj;, Nz, N3 son simplemente tres
coordenadas cartesianas de los nudos del reticulo, expresadas en unidades
de a. Se dice que el reticulo cubico sencillo se obtiene a base de traslacion
(desplazamiento paralelo) de un cubo elemental en direccién de los vectores
multiplos a los vectores a;, az, as.

La caracteristica méas importante de un reticulo es el numero de nudos
inmediatos (éste también suele llamarse numero de coordinacién), el cual se
designa por z. Para un reticulo cubico sencillo z = 6.

En forma de reticulo cubico sencillo se cristalizan los compuestos alcalino-
halégenos, tales como NaCl (sal comun), KCI (sal gema). LiF, Nal, etc.
Ademas, los iones del metal alcalino (por ejemplo, Na*) se alternan, en los

nudos del reticulo, con los iones del halégeno (por ejemplo, con CI°).

Reticulo cubico centrado en el espacio o en el cuerpo (abreviadamente CCE).
Este reticulo puede ser obtenido de dos reticulos cubicos sencillos
trasladados uno respecto a otro a la distancia que constituye la mitad de la
diagonal del cubo elementa). (Llamase diagonal del cubo la linea que une los

angulos opuestos de éste y la cual pasa por el centro del mismo.)
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Figura 27. Cubo elemental de un reticulo cubico sencillo.

El reticulo CCE esta representado en la figura 28, a. Como base de éste sirve
el cubo elemental representado en la figura 28, b. El reticulo CCE puede
obtenerse trasladandolo en direcciéon de los vectores ai, a», as, pero en este
caso, para recorrer todos los nudos del reticulo no es insuficiente situar el

vector Rn1n2.n3 €n el origen de coordenadas.

T

Figura 28. a) Reticulo cubico centrado en el espacio: b) cubo elemental de un

reticulo cubico centrado en el espacio.
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Es preciso, ademas, instalar su origen en el atomo central. Sélo en este caso
serdn trasladados ambos reticulos cubicos sencillos que constituyen el
reticulo CCE.

Los nudos inmediatos de cada nudo del reticulo CCE se hallan dispuestos en
direccion de la diagonal del cubo elemental (Figura 28, b). Cada nudo tiene 8
nudos inmediatos (vecinos), asi que z = 8. La distancia hasta el nudo mas
proximo constituye la mitad de la diagonal del cubo, es decir, V(3a/2),
donde la letra a. como siempre, designa la longitud de la arista del cubo
elemental.

En forma de reticulo CCE se cristalizan los metales alcalinos monovalentes Li.

Na, K, Rb, Cs, el metal bivalente Ba y una serie de otras sustancias.

Reticulo cubico centrado conforme a sus caras (abreviadamente CCC). El
cubo elemental del reticulo CCC se muestra en la figura 29. Este difiere del
cubo elemental del reticulo CS por tener nudos adicionales situados en el
centro de cada arista. Para trasladar este cubo hay que colocar el origen del
vector Rnin2n3 €n el origen de coordenadas y en el centro de las aristas del
cubo que no son opuestas una a otra. Los nudos inmediatos de cada nudo
del reticulo CCC se hallan dispuestos en direccion de las diagonales de la
arista del cubo. La distancia hasta el nudo mas préximo es igual a a/v2. En
cada uno de tres planos reciprocamente perpendiculares, que se cruzan en
un nudo dado, hay 4 nudos inmediatos a este nudo, asi que el niumero de
nudos inmediatos z es igual a 12.

En forma de reticulo CCC se cristalizan tales metales como el cobre, la plata,

el oro, el aluminio y el plomo.
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Figura 29 Cubo elemental de un reticulo cubico centrado con arreglo a las

caras

El dltimo reticulo que se somete a estudio es el reticulo del tipo de diamante,

el cual se muestra en la figura 30.a. El mismo puede ser representado en

forma de dos reticulos cubicos centrados con arreglo a las caras desplazadas

una respecto a otra a la distancia de un cuarto de la diagonal del cubo.
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Figura 30. a) Reticulo del tipo de diamante; b) estructura tetraédrica de los

enlaces en el reticulo del tipo de diamante

En forma de reticulo del tipo de diamante se cristalizan los elementos del

cuarto grupo de la tabla de Mendeléiev: el carbono (diamante), asi como los

elementos semiconductores mas importantes, tales como el germanio y el
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silicio. Todos ellos son tetravalentes y sus atomos estan enlazados en el
reticulo por fuerzas covalentes. Elementalmente podemos suponer que cada
atomo tiene cuatro "manos" que corresponden a cuatro electrones de
valencia. Con esas cuatro manos el atomo coge de la mano a sus cuatro
vecinos proximos. El reticulo del tipo de diamante esta muy bien adaptado
para el enlace de tal tipo. Cada nudo de dicho reticulo se encuentra en el
centro de un tetraedro regular formado por otros nudos (Figura 30, b). El

numero de nudos inmediatos z = 4.

Umbrales de percolacién para los reticulos tridimensionales

Los problemas de los enlaces y los nudos se plantean para los reticulos
tridimensionales exactamente igual que para los reticulos planos. Como
antes, se supone que solo hay enlaces entre los nudos inmediatos.

En la tabla 2 se dan los tipos de umbrales de percolacién de los problemas de
los nudos y de los enlaces para los reticulos tridimensionales descritos
anteriormente. Como ya fue dicho, en el caso tridimensional no existe ni una
sola solucién exacta. Todos los resultados expuestos en la tabla 2 han sido
obtenidos por distintos métodos aproximados que, por regla general, se

utilizan en los ordenadores.

Tabla 2

Umbrales de percolacion para los reticulos tridimensionales

Tipo de reticulo Xen Xnud
Cubico sencillo (CS) 0,25 0,31
Cubico centrado en el espacio (CCE) 0,18 0,25
Cubico centrado con arreglo a las caras ICCC) 0,12 0,20
Del tipo de diamante 0,39 0,43

Naturalmente que entre los resultados publicados en la literatura cientifica
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surgen pequeinas contradicciones. A nuestro juicio, en la tabla 2 se han
elegido los resultados mas seguros.

Ahora la cuestidn consiste en tratar de entender, observando la tabla 2 y la
tabla 1. donde se dan los resultados para los reticulos planos, por qué para
unos reticulos los umbrales de percolacion son relativamente grandes, y para

otros, pequenos. Comencemos por el problema de los enlaces.

cDe gqué depende el umbral de percolacion del problema de los
enlaces?

Si todos los enlaces son integros, cada nudo permanecera enlazado con otros
z nudos inmediatos, donde el nuUmero de éstos cambiara considerablemente
de un reticulo a otro. Con una cantidad determinada de enlaces integros X,
cada nudo se hallara enlazado con otros zx nudos por término medio.
Intentemos comprobar la siguiente hipotesis: ¢podréa la variable zx, que es el
namero medio de nudos con los que estad enlazado cada nudo, contener la
informacion suficiente para decir si en el reticulo hay percolacion o no?
¢Puede ser que no se necesite ninguna otra informacién sobre las
propiedades del reticulo, salvo el numero z, y que la percolacién surja en
todos los reticulos, con el mismo valor de la variable zx? Esta bastante claro
el hecho de que tal hipo6tesis no puede ser precisa. ¢Pero, quizas sea correcta
aproximadamente?

Esto se verifica facilmente. Hay que calcular el producto zxe, para todos los
reticulos con umbrales de percolacién conocidos del problema de los enlaces.
Si dicho producto resulta universal, es decir, idéntico para todos los reticulos
0. por lo menos, aproximadamente idéntico, entonces esa hipotesis ser&
correcta o aproximadamente correcta.

Los datos correspondientes se exponen en la tabla 3. Se observa que con un

error menor del 10%, para los reticulos planos es justa la formula

ZXen = 2 (D)
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y para los reticulos tridimensionales, la formula

ZXen = 1,5 (2)

Por consiguiente, la hipotesis acerca de la universalidad del numero medio de

enlaces por nudo, necesario para el surgimiento de la percolacién, no es una

hipdtesis precisa, pero se cumple aproximadamente.

Tabla 3

Producto zxe, para distintos reticulos

Tipo de reticulo z Xen ZXen

Reticulos planos

Cuadrado 4 0,5 2,0
Triangular 6 0,35 2,1
Hexagonal 3 0,65 2,0

Reticulos tridimensionales

Cubico sencillo (CS) 6 0,25 1,5
Cubico centrado en el espacio (CCE) 8 0,18 1,4
Cubico centrado con (CCC) arreglo a las caras 12 0,12 1.4
Del tipo de diamante 4 0,39 1,6

Si tomamos en consideracion el hecho de que tanto en el grupo de los
reticulos planos, como en el de los reticulos tridimensionales, cada una de las
variables z y xen cambia, por lo menos, dos veces, la precision con que en
cada grupo la variable zx., es constante ha de reconocerse alta.

Asi pues, para apreciar aproximadamente el umbral de percolacion del
problema de los enlaces, es suficiente conocer el numero de nudos

inmediatos y utilizar la féormula (1) en el caso de reticulos planos, y la
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formula (2), en el caso de reticulos tridimensionales. El umbral de
percolaciéon del problema de los enlaces es muy sensible al nUmero de nudos
inmediatos, y poco sensible a todas las demés propiedades de los reticulos
(por ejemplo, al numero de segundos nudos inmediatos, es decir, de nudos
inmediatos ulteriores segun su alejamiento de un nudo dado).

Por lo tanto, hemos obtenido un método muy sencillo y, al mismo tiempo,
bastante exacto, de apreciacion de los umbrales de percolacién del problema

de los enlaces, valido para cualquier reticulo.

¢,Como estimar el umbral de percolacion del problema de los nudos?
Ahora examinemos el esquema de este mismo tipo para el problema de los
nudos. Es natural que al principio probemos la variante anterior, es decir,
miremos coOmo cambia de un reticulo a otro la variable zx,.. Es fécil
cerciorarse de gue ésta cambia igual que cada una de las variables z y Xnug
por separado. No debemos asombrarnos: en el caso del problema de los
nudos, el producto zxe, tiene un sentido fisico evidente, es decir, constituye
el nimero medio de enlaces enteros correspondientes a un nudo. En el caso
del problema de los nudos, el enlace funciona si el mismo une dos nudos
blancos, y no funciona en todos los demas casos. Por esta razon, el producto
ZXnud NO tiene ningun sentido particular.

En 1970 los fisicos estadounidenses Scher y Zallen propusieron otro método
para estimar el umbral de percolacion del problema de los nudos. Su idea
consistia en oponer a cada nudo cierta porcion de espacio. Después de esto
se decia que la percolacion por los nudos blancos surge cuando la porcién de
espacio ocupada por ellos supera cierto valor critico que depende débilmente
del tipo de reticulo.

Imaginémonos que alrededor de cada nudo del reticulo hay una bola (o un
circulo en el caso de reticulo plano) cuyo radio equivale a la mitad de la
distancia hasta el nudo inmediato. Ademas, las bolas (circulos) construidas

en torno a los nudos inmediatos rozan una con otra (Figura 31).
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Supongamos que al nudo blanco le pertenece la bola blanca, y al negro, la
negra. Si dos nudos blancos estan enlazados entre si, entre ellos habra una
via que pasara por las bolas blancas que rozan una con otra (Figura 31). Por
eso el surgimiento de percolacion significa la aparicion de vias de longitud
infinita, a través de las bolas blancas que rozan entre si.

Ahora supongamos gue la percolacion surge cuando la porcién de volumen
(superficie) completo, ocupada por las bolas blancas (en el caso plano, por
los circulos) supera cierto valor critico que no depende del tipo de reticulo.
Para comprobar esta conjetura hay que calcular las porciones de volumen
ocupadas por las bolas blancas cuando X = Xnuq4, para diversos reticulos con

valores conocidos de Xnu4, Y compararlas una con otra.
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Figura 31. Construcciéon de circunferencias tangentes entre si en el caso de

un reticulo hexagonal. El propio reticulo esta representado en la figura 16c.
El radio de las circunferencias equivale a la mitad de la distancia hasta la

circunferencia vecina mas cercana. A los nudos claros les corresponden las

circunferencias blancas, y a los oscuros, las negras. Las vias de percolaciéon

por las circunferencias blancas se sefialan con lineas gruesas.

Al principio es necesario calcular la porcion de volumen ocupada por las bolas

blancas cuando x = 1, es decir, en el caso cuando todas las bolas son
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blancas. Dicha variable se designa por la letra f y se llama coeficiente de
relleno, el cual equivale a la porcibn de volumen ocupada por las bolas
construidas en torno a cada nudo del reticulo y cuyo radio es igual a la mitad
de la distancia hasta el nudo inmediato. El coeficiente de relleno depende
considerablemente del tipo de reticulo, y para cada uno de éstos ha de
calcularse por separado.

Para determinar la porcion de volumen ocupada por las bolas blancas cuando
X < 1 es preciso multiplicar el coeficiente de relleno por la cantidad de bolas
blancas, es decir, por x. Asi pues, la porcién de volumen ocupada por las
bolas blancas es igual a fx. pero en el umbral de percolacion, esa porcion
constituye fxnuq. Si fuera correcta la suposicion acerca de la universalidad de
la porcion de volumen con la que surge la percolacién, entonces la variable
fXnua deberia ser, idéntica para todos los reticulos.

Los coeficientes de relleno para distintos reticulos se ofrecen en la segunda
columna de la tabla 4. Para imaginarnos como éstos fueron obtenidos, se
calcula la variable f para el reticulo hexagonal representado en la figura 31.
En el ejercicio 4 del capitulo 5 fue mostrado que a un nudo del reticulo
hexagonal le corresponde una superficie de (3V3/4) a?, donde a es el lado
del hexagono. Este resultado tiene el siguiente sentido: dibujemos en la
superficie donde esta trazado el reticulo, un cuadrado, un rectangulo, un
circulo o cualquier otra figura geométrica, pero que sus dimensiones sean
obligatoriamente muchas veces mayores que las distancias entre los nudos
inmediatos del reticulo. Dividamos su superficie por el nUmero de nudos del
reticulo que resultaron dentro de esa figura. La superficie correspondiente a
un nudo es el limite de dicha relaciobn al aumentar infinitamente las
dimensiones de la figura.

La porcion de superficie ocupada por los circulos es igual al limite de la
relaciéon entre la superficie ocupada por los circulos y la superficie de la figura
grande. La superficie ocupada por los circulos es igual al niumero de nudos

pertenecientes a la figura grande, multiplicado por la superficie de un circulo.
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Con otras palabras, la variable/es igual a la relacion entre la superficie de un

circulo y la superficie correspondiente a un nudo.

Tabla 4

Productos fx,.q para distintos reticulos

Tipo de reticulo f Xnud  fXnud

Reticulos planos

Cuadrado 0,79 0,59 0,47
Triangular 0,91 0,50 0,46
Hexagonal 0,61 0.70 0,43
Reticulos tridimensionales
Cubico sencillo (CS) 0,52 0,31 0,16
Cubico centrado en el espacio (CCE) 0,68 0,25 0,17
Cubico centrado con arreglo a las caras (CCC) 0,74 0,20 0,15
Del tipo de diamante 0,34 0,43 0,15

El radio de los circulos construidos en la figura 31 constituye a/2 y, por

consiguiente, su superficie es igual a na?/4. De aqui obtenemos

wTa

F=—4 =" L0605
3vV3a 3V3 ’
4

De manera analoga se calculan los coeficientes de relleno para otros
reticulos, con la particularidad de que, como se deduce de la tabla 4, éstos
cambian dentro de amplios limites.

Los productos fxnug se ofrecen en la ultima columna de la tabla 4. Se ve que
la suposicién de que fx,,g ho depende del tipo de reticulo, no se cumple con
exactitud. Sin embargo, tanto en el grupo de reticulos planos como en el de

reticulos tridimensionales, ese producto cambia muy poco. De aqui se
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deduce que con una precision del orden del 10 al 15% son justas las

formulas:

Xnua = 0,5 (3)

para los reticulos planos, y

Xnua = 0,16 4)

para los reticulos tridimensionales.

Como es relativamente facil calcular el coeficiente de relleno f, las formulas
(3) vy (4) dan la posibilidad de estimar el umbral de percolacién del problema
de los nudos para cualquier reticulo.

Es facil comprender que la porcién critica del volumen ocupado por bolas
blancas, con la cual surge la percolacion, disminuye monétonamente con el
aumento de la dimension del espacio. En un espacio unidimensional, es
decir, en una cadena lineal de nudos, la percolacién por los nudos blancos es
imposible con una concentracién muy pequefia de nudos negros. Incluso un
solo nudo negro cierra la via de percolaciébn, ya que es imposible
contornearlo. En el reticulo plano (bidimensional) aparece la posibilidad de
contornear los nudos negros, pero en el reticulo tridimensional (volumétrico)
esas posibilidades son mayores, ya que las vias de rodeo no estan limitadas
por la superficie.

El concepto de volumen critico resulta fructifero no sélo para los problemas
reticulares. En el capitulo 9 tropezaremos con un problema en el que las
bolas blancas y negras no se encuentran en general en los nudos del reticulo,
sin0o que permanecen como metidas en un tarro desordenadamente. A
nosotros nos interesara la cuestion de la percolacién por las bolas blancas
que rozan una con otra. Resulta que dicha percolacién también surge cuando

el volumen ocupado por tales bolas constituye alrededor de 0,16 del volumen
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total. Este resultado cambia débilmente cuando las bolas se distinguen una
de otra con arreglo a su radio.

En el capitulo 10 se examina el problema del espacio que ha sido
casualmente pintado de color blanco y negro. Resulta que la percolacién por
las zonas de un color surge, en el caso plano, cuando la porcién de superficie
pintada de ese color constituye justamente 0,5, y en el caso tridimensional,
cuando la porcibn de volumen pintada de ese color constituye

aproximadamente 0,16.
Ejercicio

1. Comprueben si han sido correctamente calculados los coeficientes de

relleno f expuestos en la tabla 4.
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Capitulo 7

Sustancia ferromagnética de largo alcance y problema de las esferas

En los problemas de los nudos y los enlaces, que hemos examinado hasta
ahora, se suponia que cada nudo puede estar directamente enlazado sélo
con los nudos inmediatos, y que los enlaces entre los nudos lejanos se
establecen segun una cadena de nudos, cada uno de los cuales se halla
enlazado con los nudos inmediatos. En este capitulo, el problema de los
nudos se generaliza para el caso cuando los nudos que no son inmediatos
permanecen directamente enlazados entre si. Tal problema puede resultar
practicamente importante y, por lo tanto, es util saber que el mismo se ha
estudiado bastante bien.

Si es grande el numero de nudos con los que esta enlazado un nudo dado, el
problema de los nudos se convierte en un problema completamente nuevo,
Ilamado problema de las esferas. Este desempefia en la teoria de percolacion
un papel muy importante. Con su ayuda tratan de comprender la transicion a
la conductibilidad de tipo metalico que transcurre en los semiconductores a
medida que aumenta la concentracion de impurezas. En la solucién de este
problema se basa la teoria de la conductibilidad a saltos de los
semiconductores, que constituye un fendbmeno muy importante e interesante
el cual se desarrolla a temperaturas muy bajas. Por eso el problema de las
esferas fue estudiado por muchos cientificos y para él y otros problemas
semejantes se han obtenido resultados interesantes.

El problema de las esferas también es interesante por el hecho de que
representa el primer problema no reticular con el que tropezamos en este
libro. Los elementos arbitrarios que figuran en él no se dan en los nudos de

un reticulo periédico.

Sustancia ferromagnética de largo alcance

Volvamos al problema de las sustancias ferromagnéticas con atomos
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extrinsecos no magnéticos, el cual fue examinado en el capitulo 3. En ese
capitulo se consideraba que los atomos no magnéticos orientan sus
momentos magnéticos paralelamente, pero sélo cuando los mismos son
vecinos proximos o estan enlazados con una cadena de atomos magnéticos
que son inmediatos uno de otro. Pero si todos los atomos inmediatos al
atomo magnético resultaban no magnéticos, el momento magnético de tal
atomo se consideraba orientado arbitrariamente.

Tal modelo se basaba en el hecho de que la interacciéon de los momentos
magnéticos, la cual conduce a la orientaciéon paralela, disminuye con la
distancia muy rapidamente, de tal modo que los momentos magnéticos que
no son inmediatos "no saben nada" uno de otro, es decir, no reaccionan
entre si.

En cristalografia, el grupo de atomos que son inmediatos a cierto atomo
suele llamarse primer grupo de coordinaciobn y el numero de atomos
inmediatos z, como ya fue dicho, se denomina numero de coordinacion. El
conjunto de atomos equitativos, que son segundos atomos inmediatos
conforme al grado de su alejamiento de un a&tomo dado, se denomina
segundo grupo de coordinacién, etc. Examinemos como ejemplo un reticulo
cubico sencillo (véase la Figura 12). El primer grupo de coordinaciéon en este
reticulo lo integran 6 atomos dispuestos en las aristas del cubo que salen del
atomo inicial. El segundo grupo de coordinacién esta formado por 12 dtomos
situados en las diagonales de las caras del cubo que pasan por el atomo
inicial. Y por ultimo, el tercer grupo de coordinacion lo integran 8 atomos
situados en las diagonales del cubo que pasan por el atomo inicial.

En el capitulo 3 se suponia que la interaccion de los momentos magnéticos
se extiende tan sélo al primer grupo de coordinacion. El calculo de la porciéon
critica de atomos magnéticos, con la cual aparecia (o desaparecia) la
imantacion espontanea, se reducia, en esta suposicion, al problema de los
nudos con enlaces soélo entre los nudos inmediatos.

La suposicidon "acerca de la interacciéon corta” (o accidén corta) no siempre se
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justifica, y por eso tiene sentido examinar el problema en el que se estima
que la interaccion de los momentos magnéticos se extiende a varios grupos
de coordinacion, hallando la porcion critica de atomos magnéticos con la que
surge la imantacion espontanea.

Este problema se reduce al problema de los nudos en el que se hallan
enlazados no solo los nudos inmediatos. Su enunciacion no contiene en
realidad nada nuevo. Los nudos suelen ser blancos y negros (magnéticos y
no magnéticos). Dos nudos blancos se consideran enlazados entre si cuando
los enlaces se extienden al grupo de coordinacién en el que se encuentra uno
de ellos respecto al otro. Si el nudo A esta enlazado con el B, y el nudo B,
con el C, el nudo A también estara enlazado con el C. El conjunto de nudos
enlazados forma un racimo. Llamase umbral de percolacién la porcion de
nudos blancos con la que surge un racimo infinito.

Es absolutamente evidente el hecho de que el umbral de percolacién Xnuqg
debe disminuir a medida que los enlaces se extiendan a los grupos de
coordinacion mas lejanos. Cuanto mas enlaces salgan de un nudo blanco
dado, tanto mayor sera la posibilidad de que por lo menos uno de ellos
conduzca a otro nudo blanco y, respectivamente, tanto menos nudos blancos
se necesitaran para asegurar la percolacion.

Claro esta que resolver tal problema no es méas féacil (jincluso es méas dificil!)
que resolver el problema ordinario de los nudos. Sin embargo, una serie de
problemas de este tipo fue solucionado mediante diversos procedimientos
aproximados, y en la tabla 5 se exponen los resultados de uno de ellos. En la
primera columna de dicha tabla esta escrito el tipo de reticulo y los nUmeros
de los grupos de coordinacion a los que se extienden los enlaces. En la
segunda columna figura el nUmero de nudos Z con los que se baila enlazado
cada nudo, es decir, el numero total de nudos que se encuentran en los
grupos de coordinacion sometidos a estudio. (En el caso de un solo grupo de
coordinacion, ese niumero coincide con el numero de coordinacion z).

En la ultima columna de la tabla est& escrito el producto Zx,,g. Como ya fue
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dicho en el apartado anterior, en el caso del problema de los nudos con

enlaces en el primer grupo de coordinacion, ese producto depende mucho del

tipo de reticulo. Pero como se deduce de la tabla 5. con grandes valores de

Z, el mismo varia cada vez menos a medida que aumenta Z. Eso se

manifiesta con evidencia en el caso de los reticulos tridimensionales, donde

se utilizan grandes valores de Z. El producto Zx,u4 tiende ostensiblemente a

un numero del orden de 2,6 ...2,7. el cual no depende del tipo de reticulo.

Tabla 5

Umbrales de percolaciéon del problema de los nudos con enlaces entre los

nudos vecinos alejados®

Tipo de reticulo z Xnud £Xnud
Reticulos planos
Hexagonal, 1 3 0,700 2,10
Cuadrado, 1 4 0,590 2,36
Triangular, 1 6 0,500 3,00
Cuadrado, 1. 2 8 0,410 3,28
Triangular, 1. 2 12 0,295 3,54
Hexagonal, 1, 2. 3 12 0,300 3,60
Cuadrado 1, 2, 3 12 0,292 3,50
Triangular 1, 2, 3 18 0,225 4,05
Reticulos tridimensionales
Del tipo de diamante 0,425 1,70
Cs1 0,307 1,84
CCE1 0,243 1,94
CCC1 12 0,195 2,34
CCE 1, 2 14 0,175 2,45
CC1,2 18 0,137 2,47
CCC1, 2 18 0,136 2,45
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CS1, 2,3 26 0,097 2,52
CCE1, 2,3 26 0,095 2,47
CCC1,23 42 0,061 2,56

En el caso tridimensional, precisamente el numero 2,7 se considera hoy dia
como el valor mas fidedigno (con una exactitud de = 0,1) de la variable B.

determinada como limite Zx,uq con grandes valores de Z:

B, = IZI_r>rJlC ZXpyua (1)

En los apartados posteriores se explicarad por qué tal limite existe y por qué
él no depende del tipo de reticulo, sino solamente de la dimensién del
espacio, es decir, de si el reticulo examinado es plano o es tridimensional.
Para comprenderlo es necesario tener una idea del problema de las esferas.
1. Indiquen donde se encuentran los 42 nudos pertenecientes a los tres
primeros grupos de coordinacion de un reticulo cubico centrado con arreglo a

las caras (CCC).

Problema de las circunferencias (esferas)

Examinemos ahora otro problema o, mejor dicho, un problema que a
primera vista parece que es otro. Supongamos que en el plano estan
dibujadas circunferencias de radio idéntico, igual a R, y cuyos centros se
hallan distribuidos en ese plano cadticamente y, por término medio, de modo
uniforme. Esto significa que ambas coordenadas de los centros de las
circunferencias son numeros aleatorios uniformemente distribuidos en el
intervalo de cero a L, donde L es una longitud muy grande (en comparacion
con R), la cual caracteriza el tamano del sistema sujeto a examen. El rasgo
caracteristico de este problema es que las circunferencias pueden recubrirse

mutuamente tanto como se quiera. EI numero medio de centros de
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circunferencias correspondientes a la unidad de area es igual a N. Con otras
palabras, N es la concentracion de centros de circunferencias.

Dos circunferencias se consideran enlazadas una con otra si el centro de una
de ellas se encuentra dentro de la otra. Tales circunferencias a veces se
denominan circunferencias entrelazadas. Si la circunferencia A esta enlazada
con la B, y la B con la C, entonces la A también estara enlazada con la C. Por
consiguiente, las circunferencias alejadas una de otra pueden permanecer

enlazadas mediante una cadena de circunferencias entrelazadas (Figura 32).

Figura 32. Las vias de percolacion por las circunferencias entrelazadas se
indican con lineas quebradas Los puntos representan los centros de las

circunferencias

El problema consiste en que para hallar el valor critico de la concentraciéon N,
con el que surge la percolacion por las circunferencias entrelazadas, es decir,
con el que aparecen vias que pasan a través de todo el sistema y que

constan de circunferencias entrelazadas. (Con otras palabras, surge un

Gentileza de Rafael Rodriguez 127 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

racimo infinito de circunferencias enlazadas entre si.)

En el problema se han introducido dos parametros: la concentracion N y el
radio R. (Tenemos también la dimensién del sistema L, pero claro que si el
sistema es bastante grande, el valor critico N depende muy poco de L.) Entre
tanto, es facil convencerse de que la falta o la presencia de percolaciéon
depende no de dos parametros, sino de uno solo, el cual es el producto
adimensional NR?. (En el caso del problema plano, la dimensiéon de la
concentracion se da en cm™.) En calidad de tal pardmetro es conveniente
elegir el numero medio de centros de circunferencias que se encuentran

dentro de una de éstas. El mismo es igual a

B = nNRZ.

En que la percolaciéon aparece con cierto valor del parAmetro B, y que ella no
depende de los valores de las variables N y R por separado, es facil
convencerse del siguiente modo. Supongamos que se ha dado un plano con
circunferencias dibujadas en él. Ampliemos dicho cuadro varias veces, por
ejemplo, con ayuda de un proyector. Esto sera precisamente la
transformacién que modifica N y R, pero que no modifica B, ya que el
namero de centros de circunferencias que se encuentra dentro de una de
éstas no cambia después de la ampliacion.

También es facil comprender que esa transformacién no se refleja en la
percolacién. Si no habia percolacién en el cuadro inicial, la misma faltara
también en el cuadro ampliado y. viceversa, si en el cuadro inicial habia
percolacion por las circunferencias entrelazadas, después de la ampliacion
ésta no desaparecera.

Asi pues, la transformacion que modifica N y R pero que no modifica B, no se
refleja en la percolacién. Por lo tanto, la falta o la presencia de percolaciéon
en el sistema sélo depende del valor del parametro B. Con grandes valores

de dicho parametro hay percolacién, y con pequefos, no.
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Este nuevo problema que acabamos de enunciar se denomina problema de
las circunferencias. Su analogo tridimensional llamase problema de las
esferas. El problema de las esferas se enuncia del modo siguiente. En un
espacio tridimensional, con ayuda de un generador de niumeros aleatorios se
establecen las coordenadas de los centros de las esferas que tienen radio R.
Dos esferas se llaman enlazadas entre si (o entrelazadas), si el centro de una
se encuentra dentro de otra. Es necesario determinar la concentracion critica
de centros, con la cual surge percolacion por las esferas entrelazadas.

Es facil entender que, al igual que en el caso plano, la presencia de
percolaciéon sélo se determina por el valor del parametro B, que es el nUmero

medio de centros de esferas que se encuentran dentro de una de éstas:

B = 47TNR3
3

donde N es el numero medio de esferas en la unidad de volumen (la
concentracion volumétrica se mide en cm™).

Como ya fue dicho, el problema de las esferas tiene importancia en la teoria
de la electroconductibilidad de los semiconductores a bajas temperaturas.
Por eso el mismo ha sido estudiado por muchos autores mediante diversos
procedimientos. Segun los datos actuales, el valor critico de con el cual surge
percolacién por las esferas, es igual a 2,7 = 0,1. El problema de las
circunferencias se ha investigado menos intensamente, por lo cual, los
resultados obtenidos por diversos autores se distinguen considerablemente.

Es probable que el valor de B = 4,1 = 0,4.

El problema de las circunferencias (esferas) es el caso limite del
problema de los nudos
Volvamos al problema de los nudos, en el que se hallan enlazados entre si no

sdlo los nudos inmediatos, y expliquemos por qué existe el limite situado en
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el segundo miembro de la formula (1), por qué tal limite no depende del tipo
de reticulo y. por ultimo, por qué el mismo esta designado por la misma letra
Bc. que los valores de umbral en los problemas de las circunferencias y las
esferas.

Comencemos por enunciar, de modo algo diferente, el problema de los
nudos. Para concretar hablaremos al principio de los reticulos planos. La
generalizacion con arreglo a los reticulos tridimensionales es muy facil.
Construyamos en torno a cada nudo blanco una circunferencia de radio R
elegido de tal modo que sea mayor que la distancia desde este nudo hasta
los nudos del dltimo grupo de coordinacién con el que dicho nudo esta
enlazado, pero que sea menor que la distancia hasta los nudos del siguiente
grupo de coordinacion. Consideremos que las circunferencias permanecen
enlazadas una con otra si permanecen enlazados los nudos blancos en torno
a los cuales éstas han sido construidas. Eso significa que las circunferencias
se hallaran enlazadas en el caso de que el centro de una de ellas se
encuentre dentro de otra, es decir, si las mismas permanecen entrelazadas.
La aparicion de un racimo infinito de nudos blancos enlazados equivale al
surgimiento de percolacion por las circunferencias entrelazadas. Por
consiguiente, cuando la cantidad critica de nudos blancos constituye ,
aparece percolaciéon por las circunferencias de radio R construidas en torno a
tales nudos (Figura 33).

Es facil entender el sentido de la variable Zx. La magnitud Z es el numero de
nudos (tanto negros como blancos) que se encuentran dentro de una
circunferencia, mientras que la variable Zx es el numero medio de centros de
circunferencias situados dentro de una de ellas (o el numero medio de nudos
blancos situados dentro de una circunferencia). La variable Zxn,.q es el
numero medio de centros de circunferencias situados dentro de una de ellas
y con el cual surge percolacién, es decir, con el que aparecen vias infinitas
en las circunferencias entrelazadas.

De aqui se deduce que el producto Zx,,4 tiene el mismo sentido que la
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variable B. en el problema de las esferas. Ahora, por lo visto, es mas dificil
comprender en qué se distingue el problema de los nudos del problema de
las circunferencias, que entender por qué se parecen esos problemas. No

obstante, existe diferencia, y ella es considerable.

Figura 33. Via de percolacion por las circunferencias entrelazadas construidas
en un reticulo cuadrado La interaccion se toma en consideracién a una
distancia tres veces mayor que el espacio entre las circunferencias vecinas

mas cercanas La via de percolacién se muestra con una linea quebrada

El hecho consiste en que en el problema de las circunferencias, en calidad de
centros de éstas pueden ser cualesquier puntos en el plano, mientras que en
el problema de los nudos, esos centros solo pueden ser los nudos del reticulo
sujeto a examen (Figura 33). Si no es grande el numero de nudos situados
dentro de una circunferencia, la diferencia entre esos dos problemas
resultard muy importante. Naturalmente que en tales condiciones el valor
critico de Zxn,q dependeréa del tipo de reticulo. El nUmero completo de nudos
que se encuentran dentro de una circunferencia es igual a Z. Como se
deduce de la tabla 5, con valores de Z no muy grandes, los valores de ZXnug
para distintos reticulos se diferencian realmente.

Pero cuando el numero Z es grande, la diferencia entre ambos problemas
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desaparece. Supongamos que hemos comenzado por el problema de las
circunferencias y después hemos desplazado el centro de cada una de ellas
hasta el nudo inmediato del reticulo. Esto ya sera el problema de los nudos.
Si dentro de cada circunferencia hay muchos nudos del reticulo, entonces,
con una probabilidad considerable, tal desplazamiento no contribuira a que
las circunferencias no enlazadas resulten enlazadas, o viceversa. De aqui se
deduce que cuando Z -> o, el problema de los nudos y el problema de las
circunferencias resultan equivalentes. El valor de B., determinado por la
féormula (1). no depende del tipo de reticulo y coincide con la variable B
determinada en el problema de las circunferencias.

Estos razonamientos pueden ser transferidos por completo al caso
tridimensional. Para los reticulos tridimensionales, la variable determinada
por la férmula (1), coincide con la variable B. determinada en el problema de
las esferas.

Asi pues, cuando el valor de Z es grande, el problema de los nudos en
cualquier reticulo plano se reduce al problema de las circunferencias,
mientras que el problema de los nudos en el reticulo tridimensional se reduce
al problema de las esferas. Por consiguiente, el limite en la formula (1)
realmente no depende del tipo de reticulo, sino que depende de la dimensién
del espacio en el que se encuentra este reticulo. (jLas variables B; son

diferentes para las circunferencias y las esferas!)
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Capitulo 8
Electroconductibilidad de los semiconductores extrinsecos y

problema de las esferas

La teoria de percolacion resultd extraordinariamente util para el
entendimiento de los procesos que transcurren en los semiconductores con
impurezas (éstos se denominan semiconductores extrinsecos a diferencia de
los semiconductores llamados puros o intrinsecos) Se puede decir que en la
actualidad los semiconductores extrinsecos constituyen uno de los principales
campos de aplicacion de la teoria de percolaciéon Acerca de los referidos
semiconductores se habla en vanos capitulos del libro Comenzamos el
presente capitulo por el analisis de las ideas contemporaneas relacionadas
con ellos, suspendiendo temporalmente la exposicion de la teoria de

percolacion.

Semiconductores intrinsecos

Al principio hablaremos de los semiconductores intrinsecos tomando como
base los elementos semiconductores del cuarto grupo de la tabla de
Mendeléiev tales como el germanio y el silicio Estos elementos se cristalizan
en un reticulo del tipo de diamante (Figura 30, a y b) En la capa externa de
cada atomo hay cuatro electrones que forman enlaces con cuatro electrones
inmediatos El caracter de movimiento de los electrones exteriores es tal que
su densidad no se distribuye uniformemente en torno al atomo, sino que
permanece concentrada en cuatro haces dirigidos del centro del tetraedro
donde se encuentra cada atomo, hacia los angulos de ese tetraedro
Precisamente estos haces atraen los 4tomos del cristal, evitando que este
altimo le desintegre.

Podemos imaginarnos que cada atomo tiene cuatro manos con las que el
coge de las manos a sus cuatro vecinos Ademas cada electron se halla

fuertemente enlazado con sus vecinos y si aplicamos al semiconductor un
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campo eléctrico no muy fuerte este no engendrara corriente eléctrica el
numero de electrones equivale exactamente al numero de estos, necesario
para formar enlaces, mientras que para separar el electron que realiza el
enlace se necesita gran energia Esta, o mejor dicho, el trabajo minimo
necesario para que el electrén que se encuentra en estado enlazado pase al
estado en el que él pueda moverse libremente en el cristal, llamase anchura
de la rendija de energia (o simplemente ancho de la rendija) y se designa
por Eg.

El ancho de la rendija de energia es la caracteristica mas importante del
semiconductor la cual determina en sumo grado todas sus propiedades
eléctricas Examinemos, por ejemplo, la electroconductibilidad En un
semiconductor puro (intrinseco) la electroconductibilidad se realiza a
expensas de que cierta cantidad de enlaces estan rotos. Al romperse el
enlace surge un electron capaz de conducir la corriente eléctrica asi como un
atomo "mutilado”, "de tres manos" Este "invalido" también es portador de
corriente pero de otro signo, a diferencia del electron. En efecto bajo la
accion del campo eléctrico, el electron del 4&tomo inmediato puede pasar al
atomo "de tres manos" casi sin modificar su energia Como resultado el otro
atomo se convertirA en atomo "de tres manos". Este proceso puede
continuar, ademas, es muy facil comprender que si los electrones accionados
por el campo, se mueven de izquierda a derecha, el atomo "de tres manos" a
causa de tal proceso, se moverad de derecha a izquierda (Es importante
entender que los propios atomos permanecen inmoviles Simplemente a
expensas del movimiento de los electrones los atomos se convierten en
atomos "de tres manos", ora uno, ora otro atomo) Por esta razén, el atomo
"de tres manos" también puede ser considerado como portador de comente,
con la particularidad de que, a diferencia del electrén a él se le debe atribuir
carga positiva, y no negativa.

En los semiconductores que constan de atomos de otra valencia, el cuadro

microscopico es algo diferente, pero en todos los casos, al romperse el
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enlace, surgen dos portadores de corriente que tienen distintos signos. Uno
de ellos (negativo) se llama electron, y el otro (positivo) hueco. Por lo tanto,
el &tomo "de tres manos" es un caso particular del hueco.

La energia necesaria para romper los enlaces se adquiere de la energia del
movimiento térmico de los 4&tomos. En fisica estadistica se demuestra que, a
altas temperaturas, a un atomo que realiza pequefas oscilaciones cerca de la
posicion de equilibrio le corresponde por término medio, la energia de un
movimiento térmico que constituye 3kT, donde T es la temperatura en
grados Kelvin y k, la constante de Boltzmann (k = 1,38 107*° ergios K). Por
regla general, el ancho de la rendija Eq se mide en electrén-voltios (eV). Un
electron-voltio es el trabajo que realiza un electréon al recorrer una
trayectoria con una diferencia de potencial de 1 V. 1 eV =16 10 J=1,6
10'? ergios. En el germanio Eg = 0,7 eV, y en el silicio, Eg = 1,1 eV. A
temperatura ambiente (300 K), la energia de 3KT constituye tan solo 0,08
eV. Esta energia es mucho menor que la necesaria para romper el enlace
tanto en el germanio como en el silicio.

Sin embargo, el movimiento térmico tiene caracter desordenado y, en
determinados momentos, la energia del movimiento del atomo puede
resultar muy grande. Con cada uno de los atomos por separado eso ocurre
rara vez, pero, en cambio la cantidad de ellos es enorme. En 1 cm® hay 10%
atomos aproximadamente. (Recordemos que el numero de atomos en un mol
equivale al nimero de Avogadro, o sea a 6 x 10%%).

Por eso la concentracidon de electrones y huecos que aparecen al romperse
los enlaces, es mucho menor que la concentracion de atomos, pero, a pesar
de todo, esa concentracibn es tan grande, que en cierta region de
temperaturas puede asegurar una electroconductibilidad considerable. El
calculo muestra que en el germanio, a T = 300 K, la concentracién de
electrones es del orden de 10 cm?. En el silicio, donde la rendija es mas
ancha, a esa misma temperatura la concentracién es mucho menor (10

cm?®). Al bajar la temperatura, la concentracién de electrones disminuye
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bruscamente, aumentando respectivamente la resistencia del semiconductor
intrinseco.

Cuanto mayor sea el ancho de la rendija de energia, tanto menor sera el
niamero de portadores de corriente a una temperatura dada. Toda la
diferencia entre el semiconductor y el dieléctrico consiste tan solo en el
ancho de la rendija Los materiales con Eg del orden de 5 eV y mayor, suelen
llamarse dieléctricos a temperatura ambiente, ellos practicamente no
contienen portadores de corriente.

Si la diferencia entre el dieléctrico y el semiconductor es mas bien
cuantitativa que cualitativa, la diferencia entre el metal y el dieléctrico tiene
caracter de principio. En el metal, el ancho de la rendija de energia es igual a
cero, mientras que la concentraciéon de portadores de corriente es grande

incluso cerca del cero absoluto.

Semiconductores extrinsecos

Supongamos que en el germanio o en el silicio se han introducido, en calidad
de impurezas, los elementos del quinto grupo de la tabla de Mendeléiev,
tales como el fosforo, el antimonio y el arsénico. Los atomos de tales
elementos tienen cinco electrones exteriores. Si tal atomo reemplaza, por
ejemplo, el &tomo de germanio que se encuentra en el centro del tetraedro,
cuatro electrones suyos formaran enlaces con cuatro electrones inmediatos,
y el quinto electron quedara de mas. Este ultimo se halla enlazado con su
atomo, ya que si el mismo se separase, el atomo permaneceria
positivamente cargado y atraeria de nuevo su electréon. Por lo tanto para que
el electron permanezca muy alejado del a4tomo, hay que realizar cierto
trabajo en contra de las fuerzas de atraccion. Ese trabajo se denomina
energia de enlace del electron con el &tomo

Como se mostrara mas adelante, la energia de enlace del electrén excedente
es relativamente pequefa, lo cual contribuye a que él se mantenga muy

lejos del atomo extrinseco (en comparacion con el periodo de la red
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cristalina). Por ese motivo, toda la estructura del atomo extrinseco recuerda
la estructura del atomo mas sencillo, es decir, la del hidrégeno. Recordemos
que el atomo de hidrogeno consta de un nucleo pesado con carga positiva, y
de un electron negativo ligero. Ademadas, las dimensiones del nucleo son
infimas en comparacidon con la distancia del nucleo al electron.

El atomo extrinseco tiene una estructura analoga. Pero en este caso el papel
de nucleo de hidrogeno lo desempefia no solo el nucleo del atomo extrinseco,
sino también sus electrones interiores y los cuatro que han formado los
enlaces. El tamafio de toda esta formaciéon, como veremos ahora, es
pequefioc en comparacion con la distancia hasta el electron excedente,
mientras que la carga de la formacién es positiva y, segun su valor absoluto,
equivale a la carga del electrén.

Como es sabido, en el atomo de hidrogeno, el electron esta alejado del
nucleo a una distancia del orden del llamado radio de Bohr ag, el cual se

expresa mediante la formula

hz

ap =5~ 0,53 x 108 cm (1)

Aqui h = 1,05 x 10%" ergios y es la constante de Planck (dividida entre 2n),
m = 9,8 x 10® g, la masa del electrén, y e = 4,8 x 10™*° en unidades CGSE,
la carga del electrén.

La constante fundamental h fue introducida por el fisico aleman Max Planck
en 1901 al plantear la hipotesis acerca del caracter cuantico de las ondas
electromagnéticas. Esta constante entra en la ecuaciéon cuantomecéanica que
describe el movimiento del electron en torno al ndcleo. Ademas de dicha
constante, en la ecuacion solo entran las constantes e y m. El radio de Bohr
ag es el unico valor que tiene dimension de longitud y que puede ser
integrado por e, my h.

La energia de enlace del electron en el atomo de hidrogeno es igual a
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me*
2h2

Ey=— ~1,36¢eV 2)

Con arreglo al orden de magnitud, esta formula puede ser interpretada del
modo siguiente. El ndcleo positivo, a una distancia r genera un potencial
igual a e/r. A una distancia del orden de ag ese potencial equivale a e/ag, una
distancia infinitamente grande, el mismo es igual a cero. Por lo tanto el
trabajo que es necesario gastar para que el electréon alejado del ndcleo a una
distancia del orden de ag sea trasladado a una distancia infinitamente grande
constituye, segun el orden de magnitud, e?/ag (la diferencia de potencial
multiplicada por la carga del electrén).

Volvamos ahora al atomo extrinseco. Las férmulas escritas para el atomo de
hidrogeno han de ser modificadas a fin de tomar en consideracion el hecho
de que el electron excedente se mueve no en el vacio, sino en la red
cristalina del semiconductor. En este caso cambia el aspecto de la ley de
Coulomb. La fuerza que actua sobre el electron situado a la distancia r del
nudcleo, es ahora igual a e?/er’ y no a e?/r* (en unidades CGSE), donde € es
la constante dieléctrica del cristal. Esta circunstancia puede ser tomada en
consideracion al sustituir, en las expresiones para ag y Eg, la variable e? por
e?/e. Ademas, hay que tener en cuenta que la masa que describe el
movimiento del electrén por el cristal, no coincide con la masa del electron
libre m.

El hecho es que en el cristal existe un potencial eléctrico periédico
engendrado por los nucleos de los atomos del semiconductor y por los
electrones interiores. Una de las conclusiones mas interesantes de la teoria
cuantica del soélido consiste en que, si ese potencial es exactamente
periddico, el electréon casi no lo notara. Este "casi" consiste en que, omitiendo
el potencial periédico de la ecuaciéon de movimiento del electrén, es preciso

sustituir simultaneamente la masa m de este udltimo por la masa m* que
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depende de las propiedades del cristal. La variable m* se denomina masa
eficaz.

El &tomo extrinseco genera un potencial no periédico el cual no puede ser
omitido. Pero describiendo el movimiento del electrén en este potencial es
posible no tomar en consideracion el potencial periédico del cristal
sustituyendo m por m*.

Por consiguiente, la ecuacion que describe el movimiento del electréon
excedente en el cristal, en torno al 4&tomo extrinseco cargado, se diferencia
de la ecuaciéon del movimiento del electron en el atomo de hidrégeno, por los
cambios e? -> e?/e y m -> m*.

Designemos por ag” la distancia caracteristica, a la cual se halla alejado del
atomo extrinseco el electrén excedente, y por Eg ', la energia de enlace de

este electron. Utilizando las formulas (1) y (2). obtenemos

a; = 0,53 x 10~# (mﬂ) ¢ [cm] )
E; =136 (%)giz [eV] (4)

Por lo general, en los semiconductores, las masas eficaces son mucho
menores que la masa del electréon libre, y la constante dieléctrica es igual a
10 ... 15 (por ejemplo, en el germanio, m* = 0,1 m y € = 16). Gracias a
esto, la distancia caracteristica, a la cual se halla alejado el electréon
excedente, constituye, en los semiconductores tipicos, desde varias decenas
hasta centenares de angstrom (1 A = 10® cm). Esta magnitud es mucho
mayor que la distancia interatomica. (En el germanio, esa distancia
constituye 2,45 A).

Asi pues, hemos obtenido que en el atomo extrinseco, el electron excedente
esta alejado de este ultimo a gran distancia, y que el mismo se mantiene a

esa distancia a expensas de las fuerzas de atraccion hacia el nudcleo.
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Partiendo Unicamente de que la distancia as~ es grande, debe quedar claro el
hecho de que la energia de enlace Eg~ es pequefia. En efecto, de los datos
expuestos se deduce que la energia de enlace de los semiconductores tipicos
constituye desde varias centésimas hasta varias milésimas de electréon-voltio,
es decir, esa energia es mucho menor que la anchura de la rendija de
energia Eq (0,7 eV para el germanio).

Esto es natural, ya que es mas facil separar del &tomo extrinseco el electréon
excedente, que separar el electron que realiza el enlace entre los atomos. La
energia térmica kT se compara con 0,01 eV a una temperatura del orden de
100 K. Por lo comun, a tal temperatura la mayoria de los electrones
excedentes se separan de sus atomos extrinsecos y participan en el
transporte de la corriente eléctrica. Por lo tanto, los atomos extrinsecos del
quinto grupo de la tabla de Mendeléiev ceden con relativa facilidad sus
electrones excedentes. Por eso ellos se denominan donadores.

Supongamos ahora que los 4&tomos extrinsecos son los elementos del tercer
grupo de la tabla de Mendeléiev, tales como el boro, el aluminio, el galio,
etc. En la capa exterior de estos atomos se encuentran tres electrones, asi
que para formar enlaces con sus cuatro vecinos, a ellos les falta un electréon.
Este se toma facilmente de los atomos inmediatos del semiconductor, pero
en este caso, uno de los 4tomos inmediatos se convierte en 4tomo "de tres
manos" o0, con otras palabras, en los alrededores del atomo extrinseco
aparece un hueco. Tras capturar el cuarto electron, el atomo extrinseco se
carga negativamente. Por eso el hueco es atraido hacia este 4&tomo por las
fuerzas eléctricas, y para separarlo hay que realizar cierto trabajo, el cual
IlAmase energia de enlace del hueco con el atomo extrinseco.

El calculo de la energia de enlace del hueco, de nuevo conduce al problema
del atomo hidrogenoide, sélo que ahora, en torno al nucleo de carga
negativa se mueve un hueco de carga positiva.

El papel de nucleo lo desempefia el atomo extrinseco juntamente con el

electron complementario capturado. Este ultimo se convierte en un haz que
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forma el enlace entre los atomos y, por lo tanto, la zona en que se mueve no
supera la distancia interatbmica. Al mismo tiempo, el hueco esta mas
débilmente enlazado con el atomo extrinseco. La distancia hasta el 4&tomo
donde se encuentra ese hueco, asi como la energia de enlace, se determinan
mediante las formulas (3) y (4). Solo es necesario tener en cuenta que la
masa eficaz del hueco la cual ha de utilizarse en este caso, hablando en
general, se distingue de la masa eficaz del electron. Por lo comun esta
también es mucho menor que la masa del electrén libre, asi que el atomo
hidrogenoide de hueco también tiene dimensiones del orden de decenas de
angstrom, mientras que su energia de enlace es del orden de varias
centésimas de electron-voltio. A la temperatura de alrededor de 100 K el
movimiento térmico separa los huecos de los atomos extrinsecos después de
lo cual aquellos comienzan a "vivir por si mismos" y, si se aplica un campo
eléctrico, ellos participaran en el transporte de la corriente. Por lo tanto los
atomos extrinsecos de los elementos del tercer grupo son capaces de aceptar
facilmente un electron y formar un hueco. Por eso ellos se llaman
aceptadores.

Resumamos todo lo dicho. Los portadores moéviles de la corriente se forman
en los semiconductores solamente a expensa de la energia del movimiento
térmico. Pero ellos también pueden formarse a expensas de la rotura de los
enlaces del reticulo. Para eso es necesario realizar un trabajo equivalente a
la anchura de la rendija de energia Eq. En este caso aparecen
simultaneamente un electron y un hueco. Ademas, los mismos pueden ser
generados de uno en uno al separarse del atomo extrinseco el electrén o el
hueco. En vista de que la energia de enlace del electréon y del hueco con el
atomo extrinseco es mucho menor que la anchura de la rendija de energia,
la probabilidad de que el electron se saque del 4&tomo extrinseco es mucho
mayor que la probabilidad de que se rompa cualquier enlace. Por otra parte
la concentraciéon de atomos extrinsecos, por lo general es muchos ordenes

inferior a la concentracién de atomos fundamentales. Por lo cual, al subir la
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temperatura, al principio se separan todos los portadores situados en las
impurezas, en tanto que la concentracion de los propios portadores
(electrones y huecos que surgen al romperse los enlaces) es insignificante.
Esta zona de temperaturas se denomina zona de conductibilidad por
impurezas. No obstante, con el aumento posterior de la temperatura, la
concentracion de los propios portadores se compara con la de las impurezas
y comienza a superarla. Esta zona llamase zona de conduccion intrinseca.

La deducciébn mas importante para la exposicion ulterior consiste en que a
temperaturas muy bajas, cuando la energia del movimiento térmico KT es
pequefia en comparacion con la energia de enlace de los electrones por
impurezas, en el semiconductor no hay portadores de ningun tipo, ni
extrinsecos ni intrinsecos. Los enlaces se encuentran alli donde deben estar,
mientras que los electrones extrinsecos y los huecos se hallan localizados en
torno a sus atomos. La electroconductibilidad del semiconductor en esta zona
se reduce a cero bruscamente al bajar la temperatura Por eso el
semiconductor difiere del metal, en el que la concentracién de portadores

moviles se mantiene alta por mucho que baje la temperatura.

Transicion a la electroconductibilidad metalica al aumentar la
concentracion de impurezas

Esta principal diferencia entre el semiconductor y el metal desaparece
inesperadamente al aumentar la concentracion de impurezas Si dicha
concentracion supera cierto valor critico de N., por mucho que baje la
temperatura, la electroconductibilidad permanecera relativamente alta y
dependerd muy poco de la temperatura. La electroconductibilidad que se
comporta de esa manera se denomina metalica. Esto no significa, ni mucho
menos, que, segun el orden de magnitud, la electroconductibilidad del
semiconductor es comparable con la de Ilos buenos metales. La
electroconductibilidad de los semiconductores siempre es muchos ordenes

inferior a la de los metales. La denominacién refleja solamente el caracter de
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comportamiento de la electroconductibilidad a bajas temperaturas. La
transicion a la electroconductibilidad metalica que sucede al aumentar la
concentracion de impurezas llamase transicién dieléctrico-metal o transicion
de Mott.

Los experimentos han demostrado que la concentracién critica de impurezas
N¢ con la cual se produce la transicion de Mott, cambia considerablemente de
un semiconductor a otro. Una buena estimacion de la variable N. puede ser

obtenida con ayuda de la relacién

N.a;® ~ 0,02 (5)
Por ejemplo, en el germanio, N. = 10, y en el silicio, N = 3 x 10*® cm?.
En el campo de los semiconductores aun no existe una teoria matemaéatica
satisfactoria de transiciéon de Mott. Eso constituye uno de los problemas mas
complicados de la fisica del sdlido. Las consideraciones cualitativas consisten
en lo siguiente.
Con arreglo a su estructura, los atomos extrinsecos se parecen a los
elementos monovalentes del primer grupo de la tabla de Mendeléiev (H, Li,
Na, K). Al igual que estos elementos, el atomo extrinseco tiene un solo
electron en la capa exterior. Cristalizandose, los elementos del primer grupo
forman buenos metales. El hidrogeno forma un cristal molecular y es
dieléctrico. Pero hay todas las razones para suponer que, al someterlo a alta
presion, el mismo también se convierte en metal (Hoy dia en este campo se
realiza un trabajo tan intenso, el que podria ser el tema de un libro
independiente)
Es absolutamente natural que los atomos extrinsecos hidrogenoides, al
permanecer muy cerca uno de otro dentro del semiconductor, también sean
capaces de formar un sistema metalico.
A primera vista parece extrafio que eso pueda tener relacion con la transicion

de Mott. En efecto la concentracion de atomos en el sodio metdélico
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constituye alrededor de 10%* cm™ o sea, es aproximadamente 100 mil veces
mayor que la concentracion de impurezas en el germanio con la cual ocurre
la transicion de Mott. Es evidente que con concentraciones tan bajas, el sodio
no pueda ser metal.

Sm embargo, la metalizacidn del sistema se determina no por la magnitud de
la concentracion sino por el grado de recubrimiento de las capas electrénicas
de los atomos inmediatos. Si los atomos se encuentran a una distancia tan
grande, que las zonas del espacio donde se mueven sus electrones exteriores
permanecen muy alejadas una de otra, esos atomos seran simplemente
atomos aislados. Pero si los nucleos de los atomos se hallan tan cerca uno de
otro, que las zonas donde se mueven sus electrones exteriores permanecen
recubiertas (sobrepuestas) esos atomos perderan su individualidad. Sus
electrones exteriores "no pueden saber” a cuél de los nucleos pertenecen. En
un sistema constituido por gran numero de &tomos ocurre la llamada
socializacion o colectivizacion de los electrones. Estos forman un sistema
independiente capaz de conducir la comente eléctrica. Tal sustancia es el
metal.

Para los atomos hidrogenoides, la magnitud del recubrimiento se determina
por el pardmetro adimensional Nag*. (La variable 4/3n Nag* es el numero
medio de nucleos de atomos ubicados dentro de una esfera cuyo radio
equivale al radio eficaz de Bohr). Como ya fue dicho gracias a que el 4&tomo
extrinseco se encuentra dentro del semiconductor su radio es anormalmente
grande. Por tal razén, la condicién (5) ya se cumple cuando N = 10 cm?®
(para el germanio)

De las consideraciones expuestas es facil comprender por qué la transicion
de Mott en todos los semiconductores ocurre aproximadamente con el mismo
valor del parametro Nag*3, aunque las concentraciones criticas de N. pueden
variar mucho (Pues precisamente este parametro determina el recubrimiento
de los 4tomos inmediatos.

Puede ser planteada la pregunta ;qué concentraciéon de atomos debe poseer
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un cristal de hidrogeno para que el recubrimiento de sus atomos sea igual
que el recubrimiento de los atomos extrinsecos que se encuentran en el
semiconductor con una concentracion correspondiente a la transicion de
Mott? El recubrimiento se determina por la formula (5), pero ahora en ella es
natural sustituir el radio de Bohr obtenido por la formula (1). En este caso
obtendremos una concentracién colosal, equivalente a 10%®> cm?®. Asi pues, el
recubrimiento correspondiente a la transicion de Mott es muy grande.

Por eso no hay razones para asombrarse de que los atomos extrinsecos con
una concentracién superior a N formen un sistema metdlico. Este hecho
constituye la base de la teoria contemporanea de los semiconductores con

gran concentracion de impurezas.

Transicion de Mott y problema de las esferas

La teoria de percolacién propone una exposicion simplificada de la transicion
de Mott, la cual toma en consideracion el hecho de que las impurezas en el
semiconductor se hallan dispuestas desordenadamente y pueden formar
acumulaciones y enrarecimientos. Supongamos que en cierta zona los
atomos extrinsecos estan dispuestos tan cerca uno de otro, que sus capas
electronicas permanecen muy recubiertas y sus electrones exteriores se
socializan. Tal zona es un pedazo de metal, si a esta le aplicamos diferencia
de potencial por ella fluird corriente eléctrica. Sin embargo la existencia de
tales zonas es insuficiente para que la muestra maciza se comporte como un
metal. Si las zonas metalicas se encuentran rara vez las mismas no se
comunicaran una con otra, sino que solo constituiran inclusiones metalicas
aisladas en la sustancia que, a bajas temperaturas es un dieléctrico. En
general, tal sustancia se comporta como un dieléctrico. Al aumentar la
concentracion de impurezas se incrementa el espacio ocupado por las zonas
metalicas y, con cierta concentracion critica N¢, las zonas metalicas formaran
un sistema enlazado de "lagos y canales" que atraviesa todo el cristal del

semiconductor. A partir de tal concentraciéon, la electroconductibilidad de la
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muestra maciza adquiere caracter metalico.

Esta claro que la enunciacion matematica de las ideas antes expuestas debe
estar enlazada con la teoria de percolacién, pero el planteamiento de dicho
problema no es facil. La principal dificultad consiste en que no sabemos con
qué concentracion de impurezas una zona dada puede considerarse metalica.
El modelo elemental de transicion de Mott, enunciado en los afios sesenta,
consiste en lo siguiente. Imaginémonos que cada atomo extrinseco es una
bola metalica con cierto radio rO. Esas bolas pueden penetrar una en otra
(Figura 34, a), es decir, las zonas o espacios ocupados por ellas pueden
recubrirse. Las bolas forman cadenas (Figura 34, h) y zonas de una
configuracion mas complicada, las cuales, segun la definicion, se consideran
metalicas. Es necesario hallar la concentracion de bolas N¢, partiendo de la
cual las zonas metalicas aseguran la electroconductibilidad de la muestra
maciza.

(A partir de qué razonamientos debemos elegir el radio ro? ElI atomo
extrinseco hidrogenoide no tiene limites evidentes. La probabilidad de hallar
el electrén a una distancia r del nucleo, disminuye al aumentar r segun la ley

e—Z‘t/a

donde e = 2,718 es la base del logaritmo natural. La probabilidad de
encontrar el electrén cuando r = ag /2 es 7 veces menor que cuando r = 0;
cuando r = ag es 7,4 veces menor que cuando r = 0; y cuando r = 1,5 ag es
20 veces menor. Se puede decir con seguridad, que el radio eficaz del atomo

debe ser proporcional a la longitud ag™

ro =qas™ (6)

Esta es una afirmacion muy importante, la cual significa que el coeficiente

numeérico q debe poseer cierta universalidad: éste varia relativamente poco
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al pasar de un semiconductor a otro, mientras que la magnitud ag varia

mucho.

Figura 34. a) Esferas reciprocamente recubiertas, que representan atomos
con electrones socializados; b) cadena de esferas reciprocamente
recubiertas, que es un canal metalico por el que puede fluir la corriente

eléctrica.

A base de cualesquiera consideraciones fisicas es muy dificil calcular de
antemano la variable q. La via mas féacil consiste en hallar, dentro de los
limites del modelo antes enunciado, la concentracion critica Nc
correspondiente a la transicion de Mott. Esta concentracion sera expresada
por el radio de la bola ro. Después, utilizando la formula (6) es necesario
expresar N. a través de g y ag*. De acuerdo con los datos experimentales, la
variable N; se determina mediante la féormula (5). Comparando tedricamente
la expresion con la formula (5) es posible obtener la variable q, es decir, esta
ultima puede ser determinada a partir de los datos experimentales.

Pasemos a la realizacion de dicho programa. Hay que resolver el siguiente
problema de la teoria de percolaciéon. En el espacio tridimensional se han
construido bolas de radio rp, cuyos centros se hallan distribuidos en el
espacio desordenadamente y, por término medio, de forma uniforme. El
numero medio de centros de bolas, correspondiente a la unidad de volumen,
es igual a N. Dos bolas se consideran enlazadas si ellas se recubren
mutuamente (Figura 34, b). Es preciso hallar el valor critico de la
concentracion N; que provoca la percolacion por las bolas capaces de

recubrirse, es decir, que contribuye a la formacidon de vias que atraviesan
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todo el sistema y que constan de bolas capaces de recubrirse (Figura 34, b).
Este problema difiere del de las esferas, enunciado en el capitulo anterior,
por el hecho de que en el segundo se consideraban enlazadas no las esferas
capaces de recubrirse, sino las esferas entrelazadas, es decir, aquellas cuyos
centros se encuentran a una distancia inferior a ro y no a 2ro. Tal diferencia,
no obstante, es poco importante, o sea. los resultados de un problema pasan
facilmente a otro. En efecto, si con cierta concentracion de centros existe
una via infinita por las esferas entrelazadas de radio 2ro, también existira
una via por las esferas de radio r, capaces de recubrirse. Esta es
simplemente la misma via, es decir, la via que pasa por los mismos centros.
En la figura 35 esa idea se ilustra para el caso del problema plano. (Es fécil
entender qué aspecto debe tener el correspondiente dibujo para el problema
tridimensional.) Si no hay via por las esferas entrelazadas de radio 2ro,
tampoco la habra por las esferas de radio ro capaces de recubrirse. De aqui
se deduce que la concentracion critica correspondiente al umbral de
percolaciéon por las esferas entrelazadas de radio 2rp es igual a la
concentracion critica correspondiente al umbral de percolacion por las
esferas de radio rO capaces de recubrirse.

De acuerdo con los resultados del capitulo anterior, la concentraciéon critica
para la percolacion por las esferas entrelazadas de radio 2rp se determina

con arreglo a la condiciéon

4
S N@n)? = B, ~ 27 @)

Sustituyendo la expresiéon (6) en la (7) obtenemos

0,008
Neay® == 5 (8)
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El coeficiente g ahora puede ser hallado comparando la expresiéon (8) con la
(5) obtenida de los datos experimentales. Para que estas expresiones
coincidan es necesario suponer que q = 1,6. Por consiguiente, el radio eficaz
ro es igual a 1,6as . La probabilidad de hallar el electrén en el punto situado
a la distancia r = rp del nucleo es 24 veces menor que en el punto r = 0.

Lo mas importante en esta descripcion de la transicion del dieléctrico al
metal, por supuesto no es el célculo de la variable g que determina el radio
eficaz del 4tomo, sino el hecho de que la teoria de percolacion permite
suponer cOmo esta estructurado el semiconductor con una concentracion de

impurezas proxima a Nc.

Figura 35. Las lineas de trazos muestran una cadena de circunferencias
entrelazadas, de radio 2rp. Los centros de dichas circunferencias estan
marcados con cruces. La via de percolacién por los centros se indica con una
linea quebrada Por esos mismos centros pasa la via de percolaciéon a través

de las circunferencias reciprocamente recubiertas. de radio rg

Si la descripciéon propuesta es correcta, en el semiconductor habrd un
sistema de canales metalicos que atraviesa por completo dicho
semiconductor. La corriente eléctrica fluye por esos canales al igual que por

cables conductores. Como sera mostrado en la tercera parte del libro, el

Gentileza de Rafael Rodriguez 149 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

volumen del semiconductor ocupado por tales canales es muy pequeio si la
concentracion de impurezas es proxima a N.. Con esto se hallan relacionadas
las propiedades especificas de la electroconductibilidad y otras caracteristicas

importantes del semiconductor.

Ejercicio

1. El antimoniuro de indio (In Sb) es un semiconductor con una rendija muy
estrecha (0,18 eV a temperatura ambiente). Las masas eficaces de tales
semiconductores también son pequefias. Considerando que la masa eficaz
m>* del electron es igual a 0,015 m, y que la constante dieléctrica € = 18,
calculen el radio de Bohr eficaz ag y la concentracion critica N

correspondiente a la transicion de Mott: dieléctrico-metal.
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Capitulo 9
Diversas generalizaciones del problema de las esferas. Figuras

entrelazadas de forma arbitraria

Como ya fue dicho, el movimiento del electron en el cristal se describe por la
Ilamada masa eficaz m*, la cual puede distinguirse considerablemente de la
masa del electron libre, es decir, de la masa del electron situado en el vacio.
Resulta que la masa eficaz puede diferenciarse de la masa del electrén libre
no soélo por su valor. El asunto es que en el cristal no todas las direcciones
son equivalentes. Por ejemplo, el caracter de movimiento del electrén a lo
largo de las aristas del cubo puede distinguirse del caracter de su
movimiento a lo largo de las diagonales de ese cubo y de las diagonales de
sus caras. Por eso la masa eficaz puede ser distinta en direcciones
diferentes. Entonces la zona donde el electrén se mueve en entorno al 4&tomo
donador, ya no tendra forma de bola. La misma puede ser un elipsoide o una
figura aun méas complicada.

Por este motivo, el problema de las esferas fue generalizado para el caso de
figuras de forma arbitraria. El nuevo problema se enuncia asi: se dan los
nudos distribuidos en el espacio de modo desordenado pero, por término
medio, uniformemente. La concentraciéon de nudos es igual a N. En torno a
cada uno de ellos se ha construido una misma superficie cerrada de forma
arbitraria.

Las superficies construidas en torno a distintos nudos no sélo son idénticas
por su forma, sino que permanecen igualmente orientadas en el espacio. Si,
por ejemplo, las superficies tienen forma de pez, las colas de todos los peces
deben estar orientadas hacia un mismo lado.

El volumen que se encuentra dentro de una superficie es igual a V. Dos
nudos se consideran enlazados entre si, si uno de ellos estd dentro de la
superficie construida en torno al otro (superficies entrelazadas). Hay que

hallar el valor critico de la concentraciéon N, con el que surge percolacién por
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los nudos enlazados.

Al igual que en el problema de las esferas, la presencia o la falta de
percolaciéon solo se determina por el valor del parAmetro B, que es el
producto VN o el numero medio de nudos situados en un volumen limitado
por una sola superficie. Ese numero no cambia al aumentar o disminuir las
escalas a lo largo de las tres direcciones, es decir, al multiplicar o dividir las
coordenadas de todos los nudos del sistema y de todos los puntos situados
en las superficies, por un mismo numero. También esta claro que tal cambio
de las escalas no eliminard la percolacion, si ésta existe, y no la generara.
Por lo tanto, la percolacion "no reacciona” a las modificaciones de N y V con
las que no cambia la magnitud B. Por eso, al igual que en el problema de las
esferas, es conveniente hablar no de la concentracion critica Nc. sino del

valor critico del parametro B:

Be=N.V (D)

Si. por ejemplo, sin cambiar la forma de la superficie construida en torno a
cada nudo, se procede a aumentar el volumen V limitado por esa superficie,
por ejemplo, dos veces, la concentracidon critica N, también disminuird dos
veces, pero el parAmetro B, no cambiara. Este ultimo sélo depende de la
forma de la superficie

La formula (1) generaliza la formula

4
B, = ?HNCR3 )

utilizada anteriormente en el problema de las esferas.
En un caso general, el valor critico de B¢, con el que surge percolacién, no
debe coincidir con el valor de B. = 2,7 obtenido para el problema de las

esferas, La cuestion de los valores de B. para distintas figuras, hoy dia se
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estudia intensamente.

Problema de los elipsoides

Los cientificos soviéticos Ya. G. Sinai y B. L Shklovski han demostrado que
algunas superficies diferentes tienen el mismo valor de B.. En particular,
tales superficies son el elipsoide y la esfera (y en el caso plano, la elipse y la
circunferencia).

Al principio recordemos qué es una elipse y un elipsoide. Llamase elipse la
curva cerrada representada en el plano, que se obtiene de una circunferencia
al estirarla (o comprimirla) a lo largo de uno de sus ejes (Figura 36). Para
realizar el estiramiento o la compresién es preciso transformar cada punto M
situado en la circunferencia y que tiene las coordenadas x, y en el punto M’
con coordenadas = kx, y' =y, donde k es el coeficiente de estiramiento (k >
1 corresponde al estiramiento, y k< 1, a la compresion).

La superficie que se obtiene de una esfera al estirarla (o al comprimirla) a lo
largo de uno de sus ejes, se denomina elipsoide de revolucion. Para efectuar
el estiramiento o la compresion a lo largo del eje 2 hay que transformar cada
punto situado en la esfera y que tiene las coordenadas X, y, z, en un punto
con coordenadas x' = X, y' = vy, z' = kz. El cuerpo que asi se obtiene se
muestra en la figura 37. El mismo se llama elipsoide de revoluciéon, ya que
pasa a si mismo al girarlo a cualquier angulo en torno al eje z (llamado eje
de rotacién). Y si lo cortamos con un plano que pase por el eje z, en el corte
obtendremos una elipse. El corte con un plano perpendicular al eje z,
proporcionara una circunferencia.

El elipsoide de forma general se obtiene del elipsoide de revolucion
estirdndolo (o comprimiéndolo) a lo largo de uno de sus ejes perpendiculares
al eje de revolucion. El nuevo coeficiente de estiramiento puede distinguirse
de k. El corte del elipsoide de forma general, con cualquiera de los planos

paralelos a los planos xOy, xOz, yOz. proporciona una elipse.
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Figura 36. Elipse E obtenida de la circunferencia O al estirarla a lo largo del

eje X.

Figura 37 Elipsoide de revolucion.
Demostremos ahora que los valores de B. para los elipsoides y las esferas

son idénticos. Supongamos que han sido establecidos los nudos distribuidos

desordenadamente en el espacio, con una concentracion media igual a N. En
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torno a cada nudo se ha construido una esfera de radio R. Si

_47'[

=3

NR® > B/

entonces habra percolacién por las esferas y, al cumplirse la desigualdad

esf a5 el valor critico de

inversa, no habra percolacién por las esferas. Aqui Bc
B para el problema de las esferas (B = 2,7 = 0,1)
Realicemos el estiramiento a lo largo de los ejes z y X segun la ley y' = v,
X' = kix, z' = kyz, de tal modo que a dicha transformacion se sometan tanto
las coordenadas de los nudos como las de los puntos situados en las esferas.
(Si se tratara de un problema plano, podriamos suponer que los nudos y las
circunferencias se trazaron sobre una cinta de goma que después fue
estirada en una direccion. De modo andlogo podemos imaginamos un
"espacio de goma" tridimensional, dentro del cual estan marcados los puntos
que representan los nudos y las superficies de las esferas. Luego ese
"espacio de goma" se estira en dos direcciones.)

Si las coordenadas x de los nudos son numeros aleatorios distribuidos
uniformemente en el intervalo de 0 a L, donde L es el tamafno del sistema,
las nuevas coordenadas X' obtenidas al multiplicar por k; también seran
nameros aleatorios distribuidos con uniformidad en el intervalo de 0 a kjlL.
Las coordenadas z estan distribuidas uniformemente en el intervalo (O, kL),
y las coordenadas y no han cambiado. La concentracion de nudos N’
comenz6 a distinguirse de la concentracion N.

Todas las esferas se han transformado en elipsoides de volumen V'. (Se
puede mostrar que V' = kik, 4n R%/3. Pero para las conclusiones ulteriores
eso no tiene importancia.) Por eso, como resultado, del problema de las
esferas se ha obtenido el problema de los elipsoides. Para este ultimo hay
que introducir la variable B' = N'V' y hallar el valor critico de B' con el que

surge percolacion por los elipsoides. Designemos ésta por Bc®'.
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La demostracion ulterior se divide en los siguientes puntos:

1. B = B'. Todos los nudos que antes de la transformacidon se encontraban
dentro de cierta esfera, después de la transformacién resultan dentro del
elipsoide obtenido de dicha esfera. En efecto, si ésta se estira (0 se
comprime), entonces, en cualquier etapa del estiramiento, los puntos
interiores respecto a ella siguen siendo interiores, y los exteriores se
mantienen exteriores. Por consiguiente, el numero medio de nudos B que
antes de la transformacién se encontraban dentro de una esfera, equivale al
nidmero medio de nudos B que después de la transformacion permanecen

dentro de un elipsoide.

2.Si B > B, entonces B > B2 (3)

3. Si B < B.* entonces B < B.* (4)

Efectivamente, si antes de la transformacion, dos esferas estaban enlazadas,
es decir, si el centro de una de ellas se encontraba dentro de la otra, los dos
elipsoides obtenidos de ellas también permaneceran enlazados, ya que a
causa de la transformacion, los puntos interiores seguiran siendo interiores,
y los exteriores, exteriores. Si dos esferas no estaban enlazadas, los
elipsoides obtenidos de ellas tampoco lo estaran. De aqui se deduce que si B

- BCesf

es decir, si existen vias infinitas de percolacion por las esferas
enlazadas, también existiran vias infinitas de percolacién por los elipsoides
enlazados, lo cual, a su vez, significa que B' es mayor que el valor de umbral
B.'. Como B' = B, de aqui obtenemos la condicién (3). Si B < B>, es decir,
Ssi no existe percolacion por las esferas enlazadas, tampoco existira
percolacién por los elipsoides enlazados, es decir, B' < BS. De aqui se
deduce la condiciéon (4).

Como las condiciones (3) y (4) deben cumplirse con cualquier valor de B, de

ellas se deduce que B:S" = B.?, lo cual era necesario demostrar.
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Otras superficies

El problema de los elipsoides tiene mucha importancia para la fisica de los
semiconductores, sin embargo, en una serie de casos ese problema no-es
suficiente. Por eso los fisicos querian saber como el valor critico de B
depende de la forma de la superficie en los casos cuando no hay relaciones
exactas. Con este fin se realizaron calculos en un ordenador, segun el
método de Montecarlo, los cuales demostraron un hecho extraordinario y
muy importante: B. depende muy poco de la forma de la superficie.

Se estudiaron las figuras que tenian forma de cubo y de tetraedro. Resultd
que, dentro de los limites de precision del calculo ( + 0,1), los valores
criticos de tales figuras no se distinguen/ ni entre si, m del valor de B. para
el problema de las esferas. Se tratdé hallar la figura lo menos "parecida"” a
una esfera. En calidad de la misma fue elegida "la cruz tridimensional”, es
decir, la figura formada por tres paralelepipedos extendidos que se cruzan en
el origen de coordenadas (Figura 38), Resulté que para tal superficie, el valor

de B. es tan s6lo en un 20% menor que para la esfera.

EE—

Figura 38. "Cruz tridimensional”

Eso mismo fue aclarado para las figuras planas. Las investigaciones han
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mostrado que el valor de B. para los cuadrados difiere tan sélo en un 2% del
valor de B. para las circunferencias.

Asi pues, en la clase de figuras de una dimensién (es decir, ora planas, ora
tridimensionales), el valor de B; es universal con buena precision. Puede ser
que detras de esto se oculten ciertas relaciones semejantes a la demostrada
en el apartado anterior, y alli donde los calculos en el ordenador revelen
poca diferencia, o no revelen diferencia dentro de los limites de precision, en
realidad tendran lugar igualdades estrictas. (En cuanto a las diferencias
débiles obtenidas mediante el ordenador, éstas han de interpretarse de
manera critica, ya que no siempre es facil apreciar correctamente la
precision de los resultados.) Por desgracia, salvo lo dicho, actualmente no se

sabe nada mas.

Un experimento mas en la cocina casera y problema de las esferas
solidas

En 1974 tres estudiantes de la Universidad de Harvard (EE.UU.) realizaron el
siguiente experimento sencillo. En un recipiente colocaron 5000 pequefas
bolas, parte de las cuales eran de aluminio, y otras de plastico. Las mismas
fueron minuciosamente mezcladas de antemano. El recipiente se sacudi6
bien para lograr la méxima compactacion de las bolas. En el fondo del
recipiente se encontraba un electrodo en forma de hoja metalica, encima se
instalé otro electrodo y todo ese sistema fue comprimido mediante una carga
de 15 kg.

El aluminio es un buen metal, pero el plastico es un dieléctrico. El objeto de
este experimento consistia en hallar la porcion critica xc de bolas de
aluminio, con la cual surge corriente entre los electrodos, es decir, surgen
vias por las bolas de aluminio que rozan una con otra. Resulté que x. = 0,25.
Ademas, el experimento permitié investigar la electroconductibilidad del
sistema en funcién de x cuando X > Xc.

Se trata de un problema mas de percolacion, es decir, del problema de las
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esferas sélidas. El problema de los nudos quizas sea el mas parecido a este
nuevo problema. Recordemos la construccion examinada en el capitulo 6 con
motivo de la estimacién aproximada del umbral de percolacién del problema
de los nudos. En torno a cada nudo del reticulo se construye una esfera de
radio igual a la mitad de la distancia hasta el nudo inmediato. Las esferas
construidas en torno a los nudos blancos se llaman esferas blancas, y las
construidas en torno a los nudos negros, esferas negras. La percolacién por
los nudos blancos es equivalente a la existencia de vias por las esferas
blancas que rozan una con otra (véase la Figura 31).

La diferencia entre el problema de los nudos y el problema nuevo consiste en
que en el primero, los centros de las esferas son los nudos del reticulo
regular, y en el segundo, los centros de las esferas pueden encontrarse por
doquier. Mas adelante se muestra que esa diferencia no es muy importante.
La diferencia entre el problema nuevo y el de las esferas, examinado en los
capitulos anteriores y en los apartados anteriores de este capitulo, consiste
en que las esferas que figuran en el nuevo problema se estima gque son
sOlidas: éstas no se recubren una con otra. Tal diferencia es muy importante.
En el capitulo 6 se muestra que en el caso del problema de los nudos, la
percolacién por los nudos blancos surge cuando una parte del espacio, llena
de bolas construidas en torno a esos nudos, es igual a 0,16
aproximadamente. Resulté que el referido niumero casi no depende del tipo
de reticulo. Es natural suponer que si el mismo casi no depende del tipo de
reticulo, entonces ese numero no debe depender mucho de si hay, en
general, reticulo. Si esto es correcto, la parte del volumen llena de bolas
metalicas, con la cual por dichas bolas surge percolacion, ha de ser igual a
0.16 aproximadamente.

Al igual que en el capitulo 6, designemos por/el coeficiente de relleno, es
decir, la parte del volumen ocupada por todas las bolas de aluminio y de
plastico. Por definicion, la variable x es la relacion entre el niumero de bolas

de aluminio y el numero total de bolas. Por este motivo, la parte del volumen
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ocupada por las bolas de aluminio es igual a fx. Si en el umbral de
percolacion esta parte del volumen es igual a 0,16, entonces el valor critico
de xc puede ser hallado de la condicién fx. = 0,16.

El coeficiente de relleno para el sistema de bolas bien compactadas, pero
desordenadamente dispuestas, es bien conocido. Semejante sistema es
conocido por la humanidad desde tiempos antiguos. Cuando era necesario
medir cierta cantidad de trigo o de cualquier otra mercancia anda, ésta se
echaba en un recipiente especial {medida), se sacudia y se compactaba. En
la ciencia contemporanea, ese sistema sirve como modelo de disposicion de
los atomos en los metales amorfos. Estos metales, también conocidos con el
nombre de vidrios metalicos, son sustancias dotadas de
electroconductibilidad metélica, pero sin estructura metalica. Resulté que la
disposicion de los atomos en el metal amorfo recuerda mucho la disposiciéon
de las bolas incompresibles bien compactadas. Gracias a esto, las
propiedades de las bolas dispuestas desordenadamente y bien compactadas
se estudiaban con mucha minuciosidad (principalmente con ayuda de un
ordenador). Se aclaré que la parte del volumen ocupada por las bolas es
igual a f = 0,637.

Volvamos al problema de la percolacion por las bolas metalicas Tras
determinar X. por la formula x. = 0,16/f obtenemos x. = 0,25. lo cual
coincide con el resultado obtenido por los tres estudiantes.

Posteriormente los experimentos para determinar el umbral de percolaciéon
se repetian con mucha frecuencia utilizando una técnica mas moderna. Se
realizaban experimentos en los que figuraba una mezcla de bolas de diversos
radios. En esta mezcla también cambiaban, dentro de amplios limites, los
radios de las bolas metdlicas y dieléctricas. Resultdé que en este caso la parte
critica del volumen/x; es igual a 0.17 aproximadamente, y no difiere, dentro
de los limites de precision, del experimento con bolas de un mismo radio.

Asi pues, el umbral de percolacion en el problema de las esferas soélidas

puede ser apreciado con relativa facilidad considerando que la parte critica
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del volumen llena de bolas metalicas es igual a 0.16 aproximadamente. Cabe
seflalar que en el problema de las esferas que se recubren, ese numero es
mucho mayor.

El problema de las esferas sélidas resulto muy importante desde el punto de
vista de su aplicacion. El mismo es la base de la teoria de los materiales
heterogéneos, que son dieléctricos con pequefias inclusiones metalicas. En la
actualidad tales materiales se estudian ampliamente. Ellos se fabrican y se
utilizan tamo en forma de peliculas finas como en forma de muestras
volumétricas (tridimensionales). Cerca del umbral de percolacion, dichas
sustancias poseen propiedades eléctricas extraordinarias. Por ejemplo, la
capacidad de un condensador lleno de tal material crece ilimitadamente si la
parte del volumen ocupada por el metal se aproxima al umbral de
percolacién. Tal fendmeno estd relacionado con la capacidad reciproca
andmala de los grandes racimos metalicos. Hoy dia la descripcion de las
propiedades eléctricas de los materiales heterogéneos se convierte en un

apartado independiente de la teoria de percolacion.
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Capitulo 10
NIVEL DE PERCOLACION "DILUVIO UNIVERSAL"

Seis dias y siete noches reinaba la tormenta

El Diluvio espantoso cubria la Tierra,

Al amanecer del séptimo dia, entre la tormenta

y el Diluvio ceso la guerra.

Habiase ya calmado la tempestad de viento y

agua se termino el Diluvio

Abri el respiradero-la luz me dio en la cara.

Miré al mar-el silencio advino

Y vi que toda la humanidad estaba convertida en limo

Haciéndose un techo plano la llanura

Asi describe el Diluvio Universal el mito sumerio de Guilgamesh, una de las
obras literarias mas antiguas, que remonta aproximadamente a la época del
segundo milenio antes de nuestra era (traduccion del ruso por Stanislav N.
Belousov).

Cuando el agua comenzdé a menguar, sobre su superficie aparecieron las
montafias mas altas de la Tierra. El agua bajaba cada vez mas y mas hasta
alcanzar su nivel habitual Imaginense un cuadro grandioso: un enorme
sistema montanoso, por ejemplo, el Tian-Shan, que sale poco a poco del
agua. Al principio aparecieron, como islas, las cumbres mas altas, después
las zonas de prados alpinos y, por ultimo, el agua descendié hasta el pie de
las montanas.

Supongamos que nos interesa la siguiente cuestion: ¢hasta qué nivel debe
bajar el agua para que desaparezca la ultima via acuéatica que atraviesa todo
el Sistema montafioso (Figura 39)? Por supuesto que tal via existira hasta
que cierta parte de los puertos montafnosos salgan del agua, y después la

misma desaparecera.
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Figura 39. Viaje durante el Diluvio

La figura 40 ilustra el mapa geografico de un sistema montafioso en el que,
mediante lineas finas se muestran las curvas de nivel (lineas que unen todos
los puntos que tienen la misma altura en el terreno). Las «lineas gruesas son
las curvas correspondientes al nivel del agua. Ellas separan el agua de la
tierra firme. Los sectores cubiertos de agua, en la figura estan rayados. La
figura 40, a ilustra el comienzo del Diluvio: los lagos de agua aun no se
comunican uno con otro. Después el agua subié mas, y en la figura 40, b ya
han surgido vias acuaticas que cruzan todo el sistema. En la figura 40. c, del
agua so6lo sobresalen algunas cimas montafosas.

El nivel del agua con el que aparece (o desaparece) la via acuatica, se llama
nivel de percolacion. Su determinacion constituye un problema plano de la

teoria de percolacion. EI mismo también puede ser enunciado de otra
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manera. Supongamos que el plano ha sido pintado cadéticamente con pintura
blanca y negra. Admitamos que una parte del area pintada de color blanco es
igual a x.

Con pequeios valores de x, los pedazos blancos forman manchas aisladas,
mientras que con valores de x cercanos a la unidad, al revés, permanecen
aislados los pedazos negros. Hay que hallar el valor critico de x con el que
desaparece (o aparece) la via que atraviesa todo el sistema y que solo pasa

por las zonas blancas.

.?

c)
e
T ‘//%

o

‘:‘&’:}:‘&Wh
Rex :
ANt R\
AN ;u-t\\“\\ S
e o

==

&

5
e
=

PN 4 -.
a2t Ao
il &‘ﬁ'} el ‘ A =l
N 47N

Figura 40. Mapa de un sistema montafioso cubierto de agua Las regiones

inundadas estan rayadas.
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De modo analogo también puede ser enunciado el problema volumétrico
(tridimensional), tras llenar un gran volumen con sustancia blanca y negra.
Después es preciso cambiar parte del volumen llenado con una de las

sustancias, hasta que en el mismo surja percolacion.

Construccion de una funcién aleatoria**

El nuevo problema no es reticular. Analicemos su enunciacion matemaética en
un caso plano. Hay que establecer en todo el plano la funcién aleatoria V(X,
Y), donde X e Y son las coordenadas. En el problema del “Diluvio Universal”,
esta funcidon es la altura sobre el nivel del mar en un punto de la superficie
terrestre con coordenadas determinadas. Limitémonos al caso de las
funciones aleatorias gaussianas (llamadas en honor al gran matematico C.
Gauss).

La manera mas sencilla para construir una funcién aleatoria gaussiana
consiste en anotar cada punto del espacio con un numero aleatorio que no
esté de ningun modo enlazado con el ndmero aleatorio inmediato. Tal
funcion aleatoria se denomina “ruido blanco”. Sus valores en los puntos
vecinos se diferencian considerablemente, o sea, la misma es una funcidon
discontinua. Para obtenerla, el ruido blanco “se suaviza”. Este procedimiento
consiste en que a cada punto del espacio se le atribuye una variable que es
el valor medio de los valores adoptados por la funcion de “ruido blanco” en
cierta zona del espacio circundante a un punto dado. Precisamente esas
variables forman una funcion aleatoria continua. Al pasar al punto inmediato,
los valores de la funciobn cambian muy poco, puesto que también cambia
muy poco la zona del espacio en la cual es promediado el ruido blanco.
Designemos por rp la dimension de la zona del espacio en la que ocurre tal
promediacion. Esta dimension se llama radio de correlacion de la funcién
aleatoria. Su propiedad principal consiste en que cuando varia el argumento
de la funcidn en un valor pequefio en comparacion con ro, el valor de la

propia funcién cambia muy poco.
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Se puede introducir la funcion de distribucibn de las variables V.
Designémosla por f(V). Segun la definicion, la probabilidad de que en un
punto del espacio, elegido al azar, la funcién V(X, Y) tenga el valor contenido
en el estrecho intervalo desde V; hasta V; + AV es igual a f (V1)AV.

La funcion V(X, Y) siempre puede ser construida de tal modo que su valor
medio, en todos los puntos del plano, sea igual a cero. Para esto, al construir
la funcion de "ruido blanco”, es necesario utilizar los niumeros aleatorios
distribuidos simétricamente respecto a cero. Puede ser mostrado que la
funcién V(X, Y), obtenida con arreglo a tal funcion de "ruido blanco", posee

una distribucion gaussiana (véase el capitulo 2) del tipo

1
f(V)—ﬁ

e—V2/262 €))

Notemos que la densidad de la relatividad (1) es simétrica respecto a los
valores positivos y negativos de V. En el "lenguaje de las montafas” eso
significa que los picos y las depresiones se encuentran con igual
probabilidad.

Ahora es facil enunciar el problema de percolacion. Las curvas de nivel
expuestas en la figura 40 son determinadas por la condicién V(X, Y) = const.
Para establecer el nivel del agua hay que introducir el nimero t que varia en
el intervalo de -c0 a +o0. Los sectores del plano, en los que V(X, Y) < 1,
seran llamados sectores blancos (cubiertos de agua), y los sectores donde
V(X, Y) > 1, recibiran el nombre de sectores negros (sobresalientes del
agua). Las lineas gruesas en la figura 40 son determinadas por la condicion
V(X, Y) = t.

Llamase nivel de percolacion el valor critico t; con el que las zonas blancas
forman vias que atraviesan todo el sistema. También se puede hablar de la
parte critica del espacio X, llena de zonas blancas en el momento de

surgimiento de percolacion. Esta parte del espacio equivale a la probabilidad

Gentileza de Rafael Rodriguez 166 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

de que la variable aleatoria continua V adopte cualesquier valores en el

intervalo -o0 < V < t.. Segun el sentido de la funcién de distribucién,

w= [fmar @

La férmula (2) enlaza la parte critica del espacio X con el nivel de

percolacion t..

Analogia con el problema de los nudos**

Imaginense que en el mapa geografico mostrado en la figura 40 ha sido
trazada una red plana (no importa cudl) de pequefio periodo. Admitamos que
este ultimo es mucho menor que las dimensiones caracteristicas de las zonas
de la tierra firme y del agua. Llamemos blancos los nudos de la red ubicados
en las zonas cubiertas de agua, y negros, los nudos situados en la tierra
firme. Al igual que en el problema ordinario de los nudos, consideraremos
que los nudos blancos permaneceran enlazados si ellos son nudos
inmediatos. La parte critica de la superficie llena de agua equivale a la
cantidad critica de nudos blancos con la cual surgira la percolacion por esos
nudos.

Sin embargo, el nuevo problema no es idéntico al de los nudos. Recordemos
el capitulo 4 donde se describié detalladamente la construccion del sistema
de nudos blancos y negros. (En aquel capitulo los nudos se denominaban
bloqueados y no bloqueados.) Un momento importante en esta construccion
era el hecho de que cada nudo se convertia en blanco o en negro a voluntad
del generador de numeros aleatorios y sin que tuviera importancia el color
de los nudos inmediatos. Por esta causa los nudos blancos y negros fueron
bien mezclados unos con otros. En el nuevo problema eso no es asi ni mucho
menos. En vista de que el periodo de la red es muy pequefio, los nudos

negros y blancos se sitian en forma de grandes bloques. El méas cercano al
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nudo blanco serd, con maxima probabilidad, un nudo blanco, y el mas
cercano al nudo negro sera un nudo negro. (Las dimensiones de los bloques
se determinan con arreglo al radio de correlacion rq.)

Se debe comprender que la introducciéon de una red en el problema del nivel
de percolacion es un procedimiento puramente formal. En realidad ese
problema no es reticular y sus soluciones no deben depender ni del periodo
de la red (si el mismo es bastante pequefio), ni del tipo de ésta. No obstante,
tal procedimiento permite utilizar el aparato bien elaborado de los problemas
reticulares.

En el capitulo 4 fue expuesto el algoritmo de solucion del problema de los
nudos por el método de Montecarlo, valiéndose de un ordenador. Este
algoritmo se transfiere completamente al problema del nivel de percolacion.
Mediante ese mismo procedimiento, descrito en el capitulo 4, con ayuda de
la funcién aleatoria V(X,Y) se forma el blogue K(X,Y) integrado por ceros y
unidades. A los nudos blancos les corresponden las unidades, y a los negros,
los ceros. Mediante ese mismo procedimiento se realiza la busqueda de vias
de percolacion y se determina la parte critica del espacio, con la cual surge

percolacion.

Niveles de percolacion en los problemas plano y tridimensional**

El problema plano tiene solucion exacta si las propiedades de la funcion
aleatoria V(X,Y) son por término medio simeétricas al valor V = 0. En
particular, las funciones gaussianas descritas anteriormente poseen tales
propiedades.

Para obtener una solucién exacta hay que utilizar la enunciacién simétrica del
problema de percolaciéon expuesto en el capitulo 5. Al igual que antes,
Ilamaremos blancas las zonas donde V(X,Y) < t, y negras, las zonas donde
V(X,Y) > t. Salvo el nivel de percolacion por las zonas blancas t., puede ser
introducido el nivel de percolaciéon por las zonas negras t'c. La demostracion

ulterior se divide en los siguientes puntos:
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1. De la simetria de la funcidén V(X,Y) resulta que t. = - t.. Efectivamente,
sustituyamos V por -V en cada punto del plano. Con ello se obtiene la
funcion V' = -V que posee, por término medio, las mismas
propiedades, asi que los niveles de percolacion calculados con su ayuda
deben ser los mismos que los calculados con ayuda de la funcién
inicial. De la desigualdad V < t; resulta la desigualdad -V > - t;, es
decir, V' > -tc. Cuando t = t, las zonas blancas (V < t.) forman, desde
el punto de vista de la funcion V un racimo infinito. Esas mismas zonas
del espacio seran negras si se examina la funcién V' y t = - t;, ya que
en ellas, V' > - t.. Por consiguiente, para la funcién V', el valor de t = -
t. también es el nivel de percolacién por las zonas negras. Pero, como
ya fue dicho, los niveles de percolacién en las funciones V y V' deben
ser iguales. Por lo tanto, para la funcién V, el nivel de percolacion por
las zonas negras también es t'; = -t

2. Si t. < 0, entonces, a medida que aumente t, al principio aparecera
percolacién por las zonas blancas (cuando t = t. < 01, y después
(cuando t = - t. > 0) desaparecera la percolacion por las zonas negras.
En la zona t; < t < - t. existe percolacion tanto por las zonas blancas
como por las negras. Si tc > 0, primero desaparecera la percolacién por
las zonas negras, y luego, ésta aparecerd por las blancas. Ademas, en
la zona - t; < t < t; no habr& ningun tipo de percolacion.

3. En el caso del problema plano, la percolacion por las zonas negras
excluye la percolacion por las blancas y al revés. Efectivamente, si por
un sistema montanoso se puede navegar en un bugque del Oeste al
Este, eso significa que por el mismo es imposible viajar del Norte al
Sur por tierra firme. Por consiguiente, se excluye el caso t. < 0. Por
otra parte, la falta de percolacion por las zonas blancas significa
obligatoriamente su presencia por las zonas negras del Norte al Sur.
(Para convencerse, de ello es preciso estudiar los cuadros del tipo de la

figura 40). Asi pues, también se excluye el caso t. > 0. Por lo tanto,
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queda una sola posibilidad: t. = 0, Precisamente en esto consiste el

resultado: el nivel de percolacién es igual a cero.

Con ayuda de la féormula (2) puede ser calculada la parte critica del area X..
De la condicion de normalizacion de la funcion de distribucién (véase la
formula (1) en el capitulo 2, se deduce que, cuando t. = oo, el segundo
miembro de la formula (2) es igual a la unidad. De la simetria de la funcion
f(y) resulta que, cuando t. = O, la parte del area x. = 0,5.

En el caso tridimensional, la percolacién por las zonas blancas del Oeste al
Este no excluye la percolacién por las zonas negras del Norte al Sur, ya que
los canales de percolacion pueden ser desenlazados con facilidad.
(Recuerden los desenlaces que se hacen a distintos niveles de altura en las
carreteras.) Por esta razén, en el caso tridimensional, t. < O y, de acuerdo
con la formula (2), x. < 0,5. El célculo realizado por el método de
Montecarlo, segun el esquema indicado anteriormente para las funciones
aleatorias gaussianas, ha mostrado que en el caso tridimensional x. = 0,16
+0.01.

Para la estimacion aproximada del valor x; se puede utilizar el método, con
ayuda del cual se apreciaron los umbrales de percolacién del problema de los
nudos en el capitulo 6. Este método consiste en que alrededor de cada nudo
se construyen bolas (o circulos en el caso plano) de radio igual a la distancia
hasta el nudo inmediato. La bola construida en torno al nudo blanco se
considera blanca, y en torno al nudo negro, negra. Resultdé que la percolacion
por las bolas blancas que rozan una con otra surge cuando la parte del
espacio rellenado con ellas es aproximadamente igual para todos los
reticulos. Es natural suponer que esta parte debe ser proxima al valor de X
que figura en el problema del nivel de percolacién. Segun las férmulas (3) y
(4) del capitulo 6, en el caso plano, la parte de la superficie ocupada por los
circulos blancos es aproximadamente igual a 0,5, mientras que en el caso

tridimensional, la parte del volumen ocupada por las bolas blancas es
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aproximadamente igual a 0,16. Asi pues, ambas estimaciones coinciden
exactamente con la solucién del problema del nivel de percolacion. Se puede
esperar que X = 0,16 también proporcione una buena estimaciéon de las

funciones aleatorias no gaussianas.

Compensacion de las impurezas en los semiconductores

El nivel de percolacion desempefia un papel muy importante en la teoria de
los semiconductores extrinsecos. Supongamos que en el semiconductor han
sido introducidas, aproximadamente en igual cantidad, tanto impurezas de
donador, como impurezas de aceptor Las primeras tienen un electron
sobrante en la capa periférica, y a las segundas al revés, les falta un electrén
Por eso los donadores entregan facilmente sus electrones a los aceptores y
se convierten en donadores de carga positiva. Los aceptores aceptan esos
electrones y se cargan negativamente. (Este fendmeno se denomina
compensacion de impurezas). En vista de que las impurezas en los
semiconductores se hallan dispuestas desordenadamente surge un sistema
caodtico de cargas dispuestas positiva y negativamente. Cada carga genera
en su alrededor un potencial eléctrico igual a =+ e donde e es el valor
absoluto de la carga del electron, g, la constante dieléctrica, y | la distancia
hasta la carga. El signo del potencial se determina por el signo de la carga

El potencial de cualquier punto del espacio es la suma de los potenciales
generados por todas las impurezas. Como estas ultimas permanecen en el
espacio de manera aleatoria, el potencial también es una funcién aleatoria

Si el numero de donadores es algo mayor que el numero de aceptores, parte
de los electrones quedaran en los donadores. Si la energia de enlace de los
electrones con los donadores es relativamente pequefia, el movimiento
térmico de los atomos separara con facilidad esos electrones. En principio,
estos ultimos pueden participar en el transporte de corriente eléctrica, pero
dicho transporte esta obstaculizado por el hecho de que en el espacio existe

el potencial eléctrico generado por las impurezas cargadas. El potencial
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eléctrico multiplicado por la carga electronica constituye la energia potencial
de interaccion del electron con el campo eléctrico de impurezas La energia

potencial modifica en sumo grado el caracter de movimiento del electron.

Movimiento de una particula al haber energia potencial

La energia total de la particula E consta de la energia cinética igual a mv?/2
(donde m es la masa de la particula, y v, su velocidad) y de la energia
potencial V(r) que depende de las coordenadas del punto donde se

encuentra esa particula

mv?

2

E= +V(7) (3

Aqui r es el vector trazado del origen de coordenadas hacia el punto donde
se encuentra la particula.

El movimiento de la particula se describe mediante la funcién r(t) donde t es
el tiempo. El principio fundamental de la mecanica consiste en que durante el

movimiento, la energia total de la particula E no cambia.

Vi
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Figura 41. Energia potencial del electrén V, como funcién de la coordenada X

(linea Llena)
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Esto significa que al variar la coordenada, la velocidad de la particula
cambiara de tal modo que serd compensado el cambio de la funcién V(r). La
ley de conservacion de la energia, asi como el hecho de que la energia
cinética mv?/2 debe ser una magnitud positiva, impone importantes
limitaciones al movimiento de la particula.

Para simplificar supongamos que V solo depende de una coordenada (de X) y
que la velocidad también est& dirigida a lo largo del eje X. Admitamos que
V(X) tiene la forma representada en la figura 41. El caracter de movimiento
de la particula se determina conforme al valor de su energia total.

Si esta es igual a la energia cinética sera positiva solo en la zona X; < X <
X1'. Los puntos X; y Xi' determinan los limites de movimiento. La velocidad
en estos puntos se reduce a cero y, por consiguiente, ellos se llaman puntos
de parada. La particula de energia E; sera capturada por el pozo de potencial
que se encuentra entre los puntos de parada, y la misma no podra salir de la
zona de ese pozo La zona de su movimiento esté limitada por dos lados. La
particula de energia E; no podra penetrar mas a la izquierda del punto X;, en
cambio la zona de su movimiento no sera limitada por el lado derecho.

Asi pues, segun la relacion entre la energia total y la energia potencial, el
movimiento de la particula puede ser limitado o ilimitado.

Cabe sefalar que la mecanica cuantica admite la penetracion de la particula
en una zona de energia cinética negativa. Pero si la funcién V(r) es bastante
suave (precisamente asi sucede en el caso de los semiconductores con gran
concentracion de impurezas compensadas), esa penetracidon no desempefara

un papel importante

Movimiento del electréon en el campo de impurezas
La energia potencial del electron, enlazada con los potenciales de las
impurezas dispuestas caodticamente, es una funcion aleatoria de las

coordenadas. Si la energia total E del electron es pequeia, éste solo podra
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moverse en una zona limitada del espacio, rodeada por todas partes por
puntos de parada. Al disponer de mucha energia, el electron adquirird la
posibilidad de moverse por todo el espacio. Solamente en este caso el mismo
podra participar en el transporte de la corriente eléctrica.

Es preciso comprender la diferencia entre el problema monodimensional,
examinado en el apartado anterior, y el problema bidimensional o
tridimensional (volumétrico). Si la particula sélo puede moverse a lo largo de
cierta recta, para que su movimiento sea ilimitado en ambas direcciones, la
energia de la particula debe ser mayor que todos los valores que adquiere en
esta recta la energia potencial. Por lo tanto, debe cumplirse la condicién
rigida E > Vnax, donde Vmax €s el valor maximo de la energia potencial.

En los casos bidimensional o tridimensional no es imprescindible dicha
condicion. La particula puede contornear las zonas donde su movimiento esta
prohibido. Tan sdélo es necesario que las zonas donde el movimiento esta
permitido, formen un sistema “de lagos y canales” por los cuales la particula
pueda marcharse a un sistema infinito y alejarse a una distancia infinita.

De aqui se deduce que ha surgido el problema de determinacién del nivel de
percolacién. Supongamos que V(r) es la funcion aleatoria que representa la
energia potencial del electron. Tras fijar la energia total E, llamaremos zonas
blancas del espacio, aquellas en las que E > V(r) (la energia cinética es
positiva), y zonas negras, aquellas en las que E < V(r). Hay que hallar el
nivel de percolacion, es decir, el valor critico de E; con el que surge
percolaciéon por las zonas blancas.

Sélo son libres y participan en el transporte de la corriente eléctrica (esta
energia a veces se llama umbral de movilidad) los electrones cuya energia es
superior a E.. A bajas temperaturas la energia Ec es mucho mayor que la
energia del movimiento térmico de los &tomos kT. Por eso la probabilidad de
que el electron adquiera la energia E: es pequefia. También es
respectivamente pequefia la concentracion de electrones capaces de

transportar la corriente. Al aumentar la temperatura, dicha concentracion
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crece bruscamente, debido a lo cual también crece la electroconductibilidad
del sistema. Asi pues, el umbral de percolacion E. determina la dependencia
térmica de la electroconductibilidad del semiconductor extrinseco
compensado.

A temperaturas muy bajas los electrones se acumulan en los pozos de
potencial mas profundos y no participan en el transporte de la corriente. Por
este motivo, a temperaturas bajas el semiconductor extrinseco compensado
se convierte en un dieléctrico.

Como ya fue dicho en el capitulo 8. cuando es bastante grande la
concentracion de impurezas de un tipo (por ejemplo, de donadores), el
semiconductor adquiere conductibilidad metalica, la cual depende muy poco
de la temperatura incluso hasta el cero absoluto (transicion de Mott). La
compensacion de impurezas (por ejemplo, la agregacion de aceptores)
conduce al incremento de la energia potencial cadtica y a la interrupcion de
la conductibilidad metalica. Existe una teoria detallada de tal fenémeno,

basada en las nociones acerca del nivel de percolacion.
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Tercera parte
Comportamiento critico de distintas variables cerca del umbral de

percolacion y geometria del racimo infinito

En esta parte se hablard de los aspectos de la teoria de percolacion mas
interesantes desde el punto de vista de fisica, es decir, del comportamiento
de distintas variables en las cercanias del umbral de percolacién. En las
partes anteriores fue dicho que tales variables fisicas como la imantaciéon
espontanea de la sustancia ferromagnética con impurezas, o la
electroconductibilidad de una rejilla con nudos bloqueados, se reducen a cero
en el punto de umbral. En esta parte se examinaran las leyes que describen
su comportamiento cerca del umbral. Para deducir tales leyes es necesario

entender las propiedades del racimo infinito.
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Capitulo 11
Red de Bethe**

En el capitulo 5 fue mostrado que los umbrales de percolaciéon de algunos
problemas planos pueden ser determinados con exactitud. Pero en ningun
lugar se dijo que también es posible hallar la funcion P(x), es decir, la
probabilidad de que cierto nudo pertenezca al racimo infinito. En la
actualidad las expresiones exactas de esta funcion (asi como de la
electroconductibilidad de la rejilla) son desconocidas tanto para los
problemas planos como para los tridimensionales. Una exclusion es la
llamada red de Bethe, la cual, como sera mostrado mas adelante, debe ser
clasificada como una red en el espacio, con un nudmero infinito de
dimensiones. Mas abajo se expone el planteamiento y la solucion del

problema de los nudos en la red de Bethe.

Rumores
“iQué pajarotadas corrian por la ciudad! ;Por qué diantre no podia uno
asomar las narices, sin verse abrumado de historias abracadabrantes?
Sin embargo, cuando tales rumores corrian, no seria sin razén. jSin
razon! ;Qué razdén puede haber en lo de almas muertas? Ninguna.
iTodo ello no eran mas que pataratas, paparruchas, cuentos de

caminol!.. ,)”

-se indignaba Nicolas Vasilievich Goégol, describiendo como el chismorreo
absurdo difundido por dos damas destruy6 la aventura muy prometedora de
Chichikov.
“Las dos amigas .... cada una por su parte, se fueron a revolucionar la
ciudad. La empresa les resulté a maravilla. Al cabo de hora y media los
espiritus fermentaban, sin comprender nada del asunto. Su nebulosa

relacion admiré a todo el mundo, comenzando por los funcionarios ...
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Quedaronse con la boca abierta, dilatados los ojos de carnero”*°.

En efecto, los rumores se propagan con fantastica velocidad. Pero eso deja

de ser asombroso si analizamos el siguiente modelo matemaético.

Figura 42. Red de Bethe con q = 3. Los circulos claros son las personas de

categoria Cl, y los oscuros, las de categoria Os.

Ese modelo esta representado en la figura 42, a. Supongamos que cierta
“dama encantadora a todas luces”, designada por el circulo A, comunicoé las
novedades a tres de sus conocidos Bi;, B, y Bs. Cada uno de ellos las
transmitié a tres conocidos suyos mas, de manera que “de segundas manos”
han recibido la informacién nueve personas designadas por los circulos C.
Cada una de estas nueve personas también transmitio la informacién a tres
conocidos suyos, a consecuencia de lo cual con ésta se familiarizaron 27
personas mas. Es facil calcular que “de las décimas manos” recibiran los
datos i3 = 59049 personas! Si suponemos que para transmitir la
informaciobn a tres conocidos suyos, cada persona gasta 20 min,
obtendremos que todo el asunto ocupara 200 min = 3 h 20 min.

Por supuesto que ese modelo simplifica mucho el proceso que transcurre en
las redes. Se considera que el numero de conocidos de toda la gente es el
mismo. Ademas, se supone que cada persona obtiene la informacién sélo de

una persona. Esto significa que en cada circulo (Figura 42, a) entra una sola
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linea. Gracias a tal propiedad, el modelo recuerda un arbol que se ramifica
infinitamente por todos los lados. Cada uno de los circulos pude considerarse
como la base de su arbol, con la particularidad de que los arboles que nacen,
por ejemplo, de los circulos B, y Bz, no tienen entre si ningun circulo comun.
Lo mismo se puede decir de los arboles cuyas bases son los circulos C, etc.
En la literatura cientifica este modelo se llama asi mismo, o sea, arbol. Pero
también es conocido con el nombre de red de Bethe, en honor al famoso
fisico Hans A. Bethe. Los circulos mostrados en la figura 42 a, son los nudos
de esta red. El numero de lineas salientes de los nudos de la red de Bethe
puede ser arbitrario (pero idéntico para todos los nudos). Designemos ese
ndmero por g. En la figura 42, a se ofrece la red con q = 3.

Ahora recordemos que la mayoria de la gente tiene un punto de vista propio
y no participa en la propagacion de rumores. Dividamos a toda la gente en
dos categorias: en la categoria Cl, mostrada en la figura mediante circulos
claros, incluiremos a la gente que transmite la informacion recibida a sus
conocidos (Figura 42, b). De estos circulos pueden salir g flechas.
Incluyamos en la categoria Os, mostrada mediante circulos oscuros, a la
gente que no participa en la propagaciéon de los rumores. De los circulos
oscuros (Figura 42, b) no sale ni una sola flecha.

La presencia de circulos oscuros se refleja mucho en la propagaciéon
acelerada de los rumores, Examinemos la configuracién ofrecida en la figura
42,b. De los tres circulos B;, B2, Bz s6lo uno resulté claro y transmitio el
rumor mas adelante. Los circulos C; C, y Cz con mucho gusto
chismorrearian, pero B; y B3z no les transmitieron nada. De C4, Cs y Cs a los
circulos CI pertenece sb6lo Cs. Por lo tanto, de segundas manos, en lugar de 9
personas, los rumores alcanzaron solamente a tres personas, con la
particularidad de que a las manos siguientes los transmitira sélo C6.
Supongamos que el sistema sujeto a examen no esta limitado y tiene una
cantidad infinita de circulos. Entonces puede ser planteada la siguiente

pregunta. ;/Morird, después de un numero finito de transmisiones, el rumor
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procedente del punto A, o el mismo alcanzara una distancia infinita a partir
de A, y en el sistema infinito se pondr& al alcance de un numero infinito de
personas? Como se deduce de la figura 42, b, eso depende de la cantidad
relativa de circulos claros y oscuros y de las configuraciones que aparecen en
los alrededores del nudo.

En realidad se trata del problema de los nudos de la teoria de percolacion,
pero enunciado con arreglo a la red de Bethe. Supongamos que la cantidad
de gente perteneciente a la categoria Cl es igual a x. Esto significa que la
persona elegida al azar, con una probabilidad igual a X, resultara
perteneciente a la categoria Cl, y con una probabilidad igual a 1 - x, a la
categoria Os. El problema que debemos resolver consiste en lo siguiente.
¢Cual es la probabilidad P(x) de que los rumores transmitidos a una persona
elegida al azar se pongan al alcance de un nimero infinito de personas?
Claro estd que con pequefios valores de x, esta probabilidad es igual a cero,
pero, no obstante, la misma comenzara a diferenciarse del cero a partir de

cierto valor mitico de x = Xc.

Solucién del problema de los nudos en la red de Bethe

En lugar de la funciéon P(x) conviene introducir la probabilidad de que los
rumores transmitidos a una persona elegida al azar no se pondran al alcance
de un numero infinito de personas. Designemos esta probabilidad por Q(X).

Es evidente que

Q) =1-PCx) (1)

ya que los acontecimientos examinados forman un sistema completo de
acontecimientos.

Para Q(x) puede ser compuesta una ecuacion algebraica. Debemos razonar
del modo siguiente. La transmision de los rumores puede interrumpirse por

dos causas incompatibles. La primera consiste en que la persona elegida al
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azar pertenezca a la categoria Os. La segunda causa consiste en que aunque
la persona pertenezca a la categoria Cl y transmita los rumores ¢ a la gente,
todos los canales procedentes de esa gente se interrumpiran en distintas
etapas. Por lo tanto, la probabilidad Q es la suma de las probabilidades de
dos acontecimientos incompatibles. La probabilidad de que la persona
elegida al azar resulte en la categoria Os es igual a 1 - X. Si designamos por
W' la probabilidad de que esa persona pertenezca a la categoria Cl, pero que

la transmisién de los rumores se interrumpa en etapas mas lejanas, entonces

Q=1-x+W".

Ahora pasemos a la probabilidad W'. El resultado que ella describe es la
consecuencia de la realizacion simultanea de dos acontecimientos:
1. la persona elegida al azar resulta en Cl (la probabilidad de tal
acontecimiento es igual a x),
2. todos los g canales que parten de los conocidos de la persona elegida

al azar, se interrumpen en cualquier etapa.

Es evidente que esos dos acontecimientos son independientes. Por esta
razén, la probabilidad W' es igual al producto de las

probabilidades: W' = x! W(x), asi que

Q=1 -x+ xW(), (2)

donde W(x) es la probabilidad de que todos los g canales se interrumpan en
cualquier etapa (por supuesto que esta etapa puede ser diferente en
distintos canales).

Examinemos uno de los g canales que empiezan en uno de los conocidos de
la persona elegida al azar. El acontecimiento que consiste en que este canal

se interrumpa por doquier, equivale a que los rumores transmitidos a dicho
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conocido se pongan al alcance de un numero infinito de personas. Segun la
definicidn, la probabilidad de dichos acontecimiento es igual a Q(X).

Para el analisis sucesivo resulta muy importante que los arboles cuyas bases
son los q conocidos de la persona elegida al azar, no tengan circulos
comunes. De aqui se deduce que si un arbol tiene una configuracion
determinada de circulos claros y oscuros, eso no se reflejara en la
probabilidad de cualquier configuracion de circulos en otros arboles. (Es
evidente que si hubiera circulos comunes, la dltima afirmacion seria injusta.)
Por eso los acontecimientos que consisten en que los rumores se
interrumpan en uno y en otros canales son independientes.

Asi pues, la probabilidad de que todos los g canales se interrumpan es igual
al producto de las probabilidades de que se interrumpa cada uno de los q

canales por separado:

W) = [QE)1Y  (3)

Después de sustituir la formula (3) en la (2) obtenemos la ecuacion para

Q():

Q) =1-x+[QM)I" (4

Notemos que la circunstancia decisiva que permitié reducir el problema a la
ecuacion algebraica (4) ha sido la independencia de los diversos canales.
Esta propiedad es tipica exclusivamente de la red de Bethe, y por eso el
método antes utilizado, con arreglo a las redes ordinarias no conduce al
éxito, aunque a menudo se usa para obtener un resultado correcto
aproximado.

Pasemos al andlisis de la ecuacion (4). Esta tiene sentido para cualquier
valor de x en el intervalo. Escribamosla a través de P(xX) = 1 - Q(X).

Obtenemos
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[1-PX)]"X+P(X)-x=0 (5

Una de las soluciones de la ecuaciéon (5) es P(xX) = 0 para cualquier valor de
X, sin embargo, la ecuacién (5). cuando q > 1. no es lineal y tiene otras
soluciones. En particular, cuando x = 1, la solucién también es P(1) = 1, con
la particularidad de que en este caso tiene sentido fisico precisamente la
segunda solucidén, ya que si todos los circulos son claros, la probabilidad P
debe ser igual a la unidad y no a cero.

La ecuacion (5) puede resolverse facilmente cuando g = 2. En este caso
existen dos soluciones: P(x) = 0y P(xX) = 2 - 1/x. Cuando x > 1/2 tiene
sentido fisico la segunda solucion. Cuando x < 1/2, el resultado es negativo y
no tiene sentido.

Asi pues, cuando g = 2 tiene sentido la siguiente solucioén:

Ocuando0<x<1/2
2—1/xcuando 1/2<x<1

P(x) :{
El umbral de percolacidén x. en este caso es igual a Y.
Una soluciéon analoga existe con todos g > 1, sin embargo, el umbral de
percolacién x. depende de q. En un caso general es posible hallar x; y el
aspecto de P(x) cuando x es préoximo a X.. suponiendo de antemano que
P(x) « 1, lo cual siempre es justo en el entorno del umbral de percolacién. El
término (1 - P)q en la ecuacion (5) puede ser descompuesto segun la

formula del binomio
1-P) =1-qp+H2Dp2 | (7)...

Como P « 1, cada término posterior ser& mucho menor que el anterior. Por

eso sustituimos la formula (7) en la ecuaciéon (5) considerando que en el
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segundo miembro de la férmula (7) hay sélo tres términos escritos.

Obtenemos

q(q — 1)
2

xP? = qPx — P
Suponiendo P # O dividimos ambos miembros de esta igualdad por P y

hallamos

(x —1)2

—q =
2qx —1 ®)

Cuando g = 2, la féormula (8) coincide con (6). Esta solucion se reduce a cero
cuando x = 1/qg. De aqui resulta que X = 1/qg. La soluciéon (8) tiene sentido
cuando q > 1, x > 1/g y solamente para valores de x muy préximos a 1/q.
Por eso en el denominador de la expresion (8) se puede poner x = 1/q.

Definitivamente obtenemos

(x —1q)2q

P(x) = —1

(9

La expresion (9) describe la funciéon P(x) cerca del umbral de percolacién.

Examen de los resultados

Cuando g = 1, la funcién P(x) = 0 para todos los valores de x en el intervalo
0 < x <1,y en ese intervalo la ecuacion (5) no tiene ninguna otra solucion.
Cuando g =1y x = 1, la ecuaciéon (5) se satisface con cualquier valor de P.
Cuando g = 1,1a red de Bethe se convierte en una cadena lineal de nudos.
En tal cadena, una cantidad muy pequefa de nudos negros interrumpe la

percolacién por los nudos blancos. Por eso es natural que para todos los
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valores de x en el intervalo O £ x < 1, la propagacion de los rumores se
interrumpa inevitablemente, es decir, P(x) = 0. El valor de X, para una
cadena lineal es igual a la unidad.

Como fue mostrado en el apartado anterior, en un caso general, X = 1/q.
Este resultado podria ser previsto con antelacion. En el problema examinado,
cada persona transmite los rumores g a sus conocidos. El nUmero medio de
gente de categoria Cl entre esos conocidos es igual a gx. Por consiguiente,
después de cada transmision, en lugar de una fuente de informacién surgen,
por término medio, gx fuentes. Por lo tanto, la variable gx es el coeficiente
de reproduccion. Para que no termine el proceso, es necesario que el
coeficiente de reproducciéon sea mayor que la unidad. De aqui se deduce que
la concentracion critica X se obtiene de la condicion gx. = 1, es decir,
X. = 1/q.

Recordemos que de modo analogo se determina la condicién necesaria para
mantener la reaccion en cadena de fisiobn del uranio. El proceso de
propagacion de rumores, en realidad, también es una reaccion en cadena y
se describe por el mismo esquema que la explosion nuclear.

Es interesante comparar el valor obtenido de X. con los resultados de los
problemas reticulares en los espacios de gran niumero de dimensiones. El
calculo aproximado del umbral de percolacién del problema de los nudos se
efectuaba para los llamados hiperreticulos (o hiperredes). Son reticulos del
mismo tipo que el cuadrado y el cubo sencillo, pero en un espacio de gran
namero de dimensiones. El numero de coordinacién z (numero de nudos
inmediatos) para tales reticulos se determina mediante la formula z = 2d,
donde d es la dimension del espacio (cuando d = 2 obtenemos z = 4, y
cuando d = 3 obtenemos z = 6). Los célculos del umbral de percolacién se
realizaban cuando d = 4, 5, 6. Fue demostrado que los resultados se

describen bien por la formula
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63\ 1
v=(1+ g W

Con valores de d bastante grandes puede ser despreciado el segundo

término entre paréntesis, y

Pero para la red de Bethe, z - 1 = q. Pues en cada nudo de esta red entra un
enlace, y g enlaces salen de él.

De aqui se deduce que el umbral de percolacién en la red de Bethe (X =
1/qg) es igual que en la hiperred de gran numero de dimensiones. Por lo
tanto, la red de Bethe corresponde como a un espacio de dimensiones
infinitas.

La red de Bethe es el uUnico sistema para el cual se ha conseguido hallar con
precision el aspecto de P(x) cerca del umbral de percolacién. Resulté (véase
la formula (9)) que en este caso P(x) se reduce a cero cuando X -> X, segun
la ley lineal P ~ (x - X¢). Como seré visto mas adelante, lo expuesto es una
propiedad especifica de la red de Bethe, asi como de todas las redes en un

espacio de gran nimero de dimensiones.

Ejercicio

1. Examinen el problema de los enlaces en la red de Bethe. Consideren que
todos los nudos son idénticos y que hay enlaces integros y enlaces rotos.
Supongan que la porcién de enlaces integros es igual a x. Hallen la funcién

P(x) determinada del mismo modo que antes.
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Capitulo 12

Estructura del racimo infinito modelo de Shklovski de Gennes

Examinemos, para mayor certeza, el problema de los nudos y supongamos
que la concentraciéon de nudos no bloqueados es un poco mayor gque la
concentracion de umbral, por lo cual existe un racimo infinito. Este ultimo es
una especie de cadenas infinitas de nudos enlazados entre si. Al unirse todos
los nudos enlazados del racimo infinito, mediante segmentos de rectas, se
obtienen conjuntos de lineas quebradas que se cruzan una con otra (véase la
Figura 15, donde se muestra una de tales lineas).

Llamase estructura del racimo infinito su geometria en escalas mucho mas
grandes que el periodo de la red. En tales escalas, las roturas que tienen
lugar en los nudos de la red no se perciben a simple vista y la cadena se

representa como una linea suavemente curvada.

Figura 43. Fragmento de un racimo infinito con los extremos muertos.

La figura 43 ilustra un pequefio fragmento de un racimo infinito. En los
extremos A y B ese racimo no finaliza: el mismo se desvia a la izquierda y a
la derecha a una distancia infinita. Introduzcamos ahora la siguiente
clasificacion de los puntos y lineas del racimo infinito. Los sectores del racimo

infinito se dividen en el esqueleto y los extremos muertos.
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Se considera que un punto pertenece al esqueleto del racimo infinito si, por
lo menos, dos vias que salen de él a distintos lados, permiten alejarse a una
distancia infinita. Tal punto es, por ejemplo, C en la figura 43. De éste es
posible alejarse a una distancia infinita tanto hacia el lado derecho como
hacia el izquierdo. Si a la distancia infinita s6lo conduce una via que sale de
dicho punto, éste pertenecerda al extremo muerto. Por ejemplo, del punto D
en la figura 43 es posible alejarse a una distancia infinita moviéndose soélo
hacia arriba. El movimiento hacia abajo conduce a la via muerta. Por eso se
estima que el punto D se encuentra en el extremo muerto.

Rechacemos mentalmente todos los extremos muertos y tratemos de
imaginarnos qué estructura tiene el esqueleto del racimo infinito. EI modelo
elemental del esqueleto fue propuesto por el fisico soviético B.l. Shklovski y
por el fisico francés P. De Gennes, independientemente uno de otro. Para el

problema plano este modelo es una especie de red pesquera muy grande,

s

. -

vieja y muy desgastada.

Figura 44. Esqueleto de un racimo infinito.
La misma ya ha perdido su periodicidad rigurosa, sus cuerdas estan flojas,

algunos nudos estan rotos y otros se han desplazado de sus lugares, pero,

no obstante, “por término medio” es una red (Figura 44).
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La dimension lineal caracteristica de la malla (célula) de esa red R se llama
radio de correlacion del racimo infinito. Dicho radio crece bruscamente al

acercarse al umbral de percolacion:

l

R=——
|x_xclv

(1)

Aqui | es la longitud que, segun el orden de magnitud, equivale al periodo del
reticulo, y v es un numero positivo que se denomina indice del radio de
correlacion. Por lo tanto, con el acercamiento al umbral de percolacion, la red
se hace cada vez mas rala.

La existencia de un radio de correlaciéon que se reduce al infinito es una
propiedad general de todos los fendmenos criticos. El hecho de que ese radio
se reduzca al infinito precisamente con arreglo a la ley exponencial (1), no se
ha demostrado con rigor, pero constituye la base de las ideas actuales acerca
de los fendbmenos criticos y, por lo visto, ello ha sido bien confirmado por los
datos experimentales.

El radio de correlacion también tiene sentido cuando X < X, es decir, mas
abajo del umbral. En dicha zona ese radio describe la dimensién maxima de
los racimos finitos. Si x -> X. del lado de los valores menores (X < X¢), el
radio de correlacion también se reducird al infinito segun la ley (1). Eso
significa que los racimos finitos, al acercarse al umbral de percolacion por
abajo, aumentan ilimitadamente sus dimensiones y, cuando X = X., Se juntan
en un racimo infinito. Por consiguiente, la dependencia R(x) tiene el aspecto
mostrado esquematicamente en la figura 45.

En el caso de los problemas volumétricos (tridimensionales), el modelo de
Shklovski-De Gennes tiene un aspecto analogo.

El mismo se parece a la armadura de alambre estropeada de una red
tridimensional, con la particularidad de que la longitud de una malla se

expresa mediante la formula (1).
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So6lo se debe tener en cuenta que los valores numéricos de los indices del
radio de correlacion, para los problemas planos y tridimensionales, son

diferentes.

|

0

Figura 45. Variacion del radio de correlacién en funcidén de x. Se muéstrala
anchura de la region critica & para el cuadrado L x L (véase el siguiente

apartado).

Examinemos ahora a qué corolarios conduce la nocion de la estructura

reticular del racimo infinito.

Importancia de las dimensiones del sistema

En los capitulos 1, 2 y 3 fue subrayado que la nociébn de umbral de
percolaciéon sélo tiene sentido en un sistema infinito. En tal sistema el umbral
de percolacién varia de una muestra a otra, o sea, es una variable aleatoria.
Pero los valores que adquiere esta variable corresponden, con maxima
probabilidad, a cierta zona de anchura 0(N), denominada zona critica. Al
aumentar el numero de nudos en el sistema N, la anchura de tal zona
disminuye con arreglo a la ley exponencial (véase la férmula (8) en el
capitulo 1), por lo cual, cuando N -> oo, el umbral de percolacién adquiere

sentido evidente, y de variable aleatoria se convierte en una magnitud cierta.
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En los capitulos iniciales del libro, esos datos fueron comunicados
practicamente sin sacar ninguna conclusion. El concepto de radio de
correlacion permite comprenderlos y obtener la formula (8) del capitulo 1.
Para entender mejor la cuestion, analicemos el experimento de una rejilla
pantalla de dimensiones L x L, cuyo esquema se ofrece en la figura 1.
Supongamos que se hicieron muchos experimentos en los que se utilizaron
diversas sucesiones aleatorias de nudos bloqueados, cuyo resultado fue la
obtenciéon de un conjunto de umbrales de percolacién. Recordemos que las
configuraciones de los nudos bloqueados, obtenidos en distintos
experimentos, no se parecen nada entre si.

Un buen modo de razonar consiste en lo siguiente. Imaginémonos una rejilla
pantalla infinita, con una porcién establecida x de nudos no bloqueados.
Supongamos que en distintos sectores de tal rejilla se aplica un cuadrado de
dimensiones L x L y se estudia la percolaciéon del lado izquierdo al lado
derecho de ese cuadrado, por los nudos no bloqueados que se encuentran
dentro del mismo (Figura 46). Aplicando el cuadrado en distintos sectores de
la rejilla infinita, es posible examinar los resultados de varios experimentos
en una rejilla finita.

En una rejilla pantalla infinita, la percolaciéon surge exactamente cuando X =
Xc. pero, como veremos ahora, eso no significa, ni mucho menos, que
cuando X > X. siempre hay percolacién en el cuadrado L x L.

Cuando x > X, en el sistema infinito existe un racimo infinito.
Representemos su esqueleto en forma de la red pesquera mostrada en la
figura 44. Para los razonamientos ulteriores es muy importante la relacion
entre el radio de correlacion y la longitud del cuadrado L. Al principio
supongamos gue L supera considerablemente R.

Entonces (Figura 46) dentro del cuadrado se encontraran muchas mallas de
la red del racimo infinito que asegura la percolaciéon entre los lados del

cuadrado.
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Figura 46. Cuadrado superpuesto sobre una red infinita para R « Ly X > X,

Tales mallas pueden ser de tamarios diferentes, y la red del racimo infinito
puede tener grandes huecos, pero si en el cuadrado debe haber, por término
medio, muchas mallas, la probabilidad de que en el racimo haya un hueco
cuya dimension constituya un cuadrado entero, es infinitamente pequefia.

Por eso se saca la siguiente conclusion:

Si X > X, el umbral de percolacion del cuadrado no puede
encontrarse en la zona de valores de r que satisfagan la
fuerte desigualdad L » R(x). Dicha zona debe permanecer

mas arriba del umbral.

De acuerdo con la féormula (1), cuando x tiende a X, el radio de correlacion
crece ilimitadamente y, con cierto valor de X, se iguala con L
inevitablemente. Ahora no se puede decir nada determinado de la

percolacién dentro del cuadrado. Todo depende de la configuracidon concreta

Gentileza de Rafael Rodriguez 192 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

de los nudos blogueados dentro de él.

Ahora supongamos que X < xc y que el radio de correlaciéon es mucho menor
que L. Cuando x < xc, el radio de correlacion constituye la longitud maxima
de los racimos finitos. Si R « L, no existird un racimo tal que pueda enlazar

los lados del cuadrado. Por eso sacamos otra conclusion determinada:

Si X < X¢, el umbral de percolaciéon del cuadrado tampoco
puede encontrarse en la zona de valores de x que satisfagan

la fuerte desigualdad L» R(X).

Dicha zona debe permanecer mas abajo del umbral.

Si X < Xc, pero el valor de x es muy préximo a X, el radio de correlacion sera
mayor que L. En este caso no se puede decir nada determinado de la
percolacién en el cuadrado. En un sistema infinito existen racimos infinitos
de tamafio mayor que L, pero dentro de ellos hay huecos de ese mismo
tamafno, y todo depende de la configuracion concreta de los nudos
blogueados dentro del cuadrado.

Ahora se puede estimar el tamafio de la zona critica en la que pueden
encontrarse los valores del umbral de percolacién del cuadrado L x L. Segun
las conclusiones (1) y (Il), esta zona debe determinarse segun la condicién L
< R. Como se deduce de la figura 45, cuanto mayor sea L tanto mas
estrecha serd esa zona y tanto mas fuertemente ella permanecera apretada
contra el umbral de percolacion en un sistema infinito. La anchura de la zona
0 se determina con arreglo a la condicién R(d) = L. Utilizando la formula (1)

obtenemos I/0¥ = L, o bien

=@ w

Dentro de la zona critica, es decir, cuando |x - X.| « 0, los umbrales de
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percolaciéon de los cuadrados de longitud L estan distribuidos de modo
homogéneo (véase la Figura 5. donde se muestra la funcion de distribucién
de los umbrales de percolacién). El punto x = Xx; dentro de tal zona no se
distingue en nada. En efecto, es un punto en el que surge percolaciéon en un
sistema infinito. Pero es imposible determinar si hay o no hay tal percolacion,
operando con un cuadrado de dimension finita. Si L < R, aplicando el
cuadrado en distintos sectores de la rejilla infinita, no se puede decir si en
ésta solo existen racimos finitos o si éstos ya se han juntado y forman un
racimo infinito. El estudio de la percolacién en un cuadrado de tamafo finito
sOlo permite determinar la anchura de la zona critica.

En este apartado solamente se examinaron los problemas planos. Sin
embargo, todo lo dicho puede ser aplicado a los problemas volumétricos. La
anchura de la zona critica para estos ultimos también se determina mediante
la formula (2). Surge una pequeia diferencia al expresar la anchura 0 por el
ndmero integro de nudos N no por el tamafo del sistema L. La cuestion
reside en que N = (L/a)?, donde a es el periodo del reticulo, y d, la dimensién

del espacio. Por eso, de acuerdo con la formula (2),

6(N) = Nl/vd

donde C es un coeficiente numérico que no puede ser determinado con
arreglo a esos razonamientos tan sencillos. En el caso plano (d = 2), la
formula (3) coincide con la formula (8) del capitulo 1. Precisamente con
ayuda de dicha féormula, a consecuencia de la investigacion de la funcién
O(N) hallada por medio del ordenador, por primera vez fue determinado el
indice del radio de correlacion del problema plano. Resulté que v, = 1,33.
(Aqui y mas adelante, el numero 2 indica que se trata del indice de un
sistema bidimensional.) Para los problemas tridimensionales, el indice v es

distinto: vz = 0,8...0,9. (El numero 3 significa que el indice pertenece a los
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problemas tridimensionales.)

Electroconductibilidad cerca del umbral de percolacién

Para tener una idea mas clara de la materia sometida a estudio examinemos
las rejillas bi o tridimensionales con nudos bloqueados Como fue dicho en los
capitulos iniciales del libro la electroconductibilidad de tales rejillas difiere de
cero cuando X > X, y se reduce a cero en el umbral de percolacion x; Los
datos experimentales asi como los obtenidos mediante los calculos realizados
en un ordenador, indican que la electroconductibilidad especifica de las

rejillas se reduce a cero con arreglo a la siguiente ley

o(x) = 0o (x — x.)°* (4)

donde el factor 0p, segun el orden de magnitud, equivale a Ila
electroconductibilidad especifica de una rejilla sin nudos bloqueados La
variable t se denomina indice critico de electroconductibilidad y es objeto de
un estudio muy minucioso principalmente mediante calculos en el ordenador
(En uno de los ultimos calculos por ejemplo, se usaba una rejilla cuadrada
que tenia 800 x 800 nudos) Fue establecido que para las rejillas
bidimensionales t; = 1,3, mientras que para las tridimensionales t; = 1,6.

El modelo de rejilla del racimo infinito permite deducir la formula (4) y
enlazar el indice t con el indice del radio de correlacién. La corriente eléctrica
solo fluye por el racimo infinito y precisamente por su esqueleto. En los
extremos muertos fijados en el esqueleto solo por un lado, no hay corriente.
Si hacemos que la corriente eléctrica sea bastante intensa, de manera que
brille el alambre por el que ella fluye, el esqueleto del racimo infinito podra
ser observado a simple vista en la oscuridad los canales iluminados en un
fondo oscuro. A lo lejos del umbral toda la rejilla brilla mads o menos
uniformemente, mientras que cerca del umbral, la distancia entre los canales

iluminados aumenta y, por ultimo, en el propio umbral la iluminacion

Gentileza de Rafael Rodriguez 195 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

desaparece por completo, es decir, la corriente en el sistema se interrumpe.

Calculemos la electroconductibilidad especifica del esqueleto del racimo
infinito. Se debe tener en cuenta que tal calculo no puede pretender al
registro correcto de los factores numeéricos. El mismo solo permite obtener la
dependencia entre 0 y X - X.. Esa dependencia no varia al sustituir
mentalmente la red incorrecta e irregular por una rejilla ideal de periodo R.

Al principio examinemos el caso plano (véase la Figura 46). La resistividad es
igual a la resistencia de un cuadrado de longitud unitaria. El numero de
alambres que atraviesan tal cuadrado es igual a 1R, donde R es la distancia
entre los alambres, la cual se expresa mediante la férmula (1) Designemos
por po la resistencia de un alambre de longitud unitaria. Todos los alambres

estan conectados en paralelo, por consiguiente, la resistividad

_ Po _

mientras que la electroconductibilidad especifica
o=p t=p'R7" (5)
Sustituyendo la formula (1) obtenemos

o=o0,(x —x.) (6)
donde 0, = po*l*
En el caso tridimensional es necesario calcular la resistividad de una
armadura de alambres que representa, por ejemplo una red cubica sencilla
de periodo R (del tipo de red solo depende el coeficiente numérico). La
resistividad es igual a la resistencia de un cubo con una longitud unitaria de

sus aristas. El numero de alambres conectados en paralelo y que atraviesan
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la cara de tal cubo es igual a 1 R? Por esta razén, la resistividad

Po
(1R?)

(7)

mientras que la electroconductibilidad especifica es igual a

o=py 'R7%=05(x —x.)% (8)

donde 03 = po 11 2

Para evitar errores debemos prestar atenciéon a que la electroconductibilidad
especifica a en los casos bi y tridimensional tiene distinta dimensién En el
caso bidimensional esta se mide en Q' y en el caso tridimensional en Q*cm”
1

Los factores 0, y 03 segun el orden de magnitud, son las
electroconductibilidades especificas de las rejillas bi y tridimensionales sin
nudos bloqueados En efecto, como se deduce de las formulas (5) y (8) la
electroconductibilidad especifica o(x) se convierte en 02, 0 bien en 03, cuando
R = 1, es decir cuando la red del racimo infinito coincide con la rejilla inicial
en la que se plantea el problema. Por lo tanto, la variable oo en la formula
(4) y en el caso bidimensional constituye 0», y en el caso tridimensional, 0s.
Al comparar las formulas (5) y (6) con la formula (4), obtenemos que en el
caso bidimensional t = v mientras que en el tridimensional t = 2v Utilizando
v = 1,3y vz = 0,8...0,9, obtenemos t;, = 1,3y t3 = 1,6 ... 1,8, cuyos
resultados son muy semejantes a los datos expuestos mas arriba. Tal

coincidencia atestigua a favor del modelo de Shklovski-De Gennes.

1. Este modelo del esqueleto del racimo infinito puede ser generalizado del
modo siguiente. Imaginémonos que los alambres que forman el esqueleto

son muy sinuosos (Figura 47). La distancia entre los puntos de su
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interseccion, como antes, es igual a R(X) y se expresa mediante la formula

b@/@"ﬁ o

/ —\Qﬁ/ﬁ\'@i

Figura 47. Esqueleto de un racimo infinito teniendo en cuenta la “'sinuosidad”

Sin embargo, si se endereza el pedazo de alambre situado entre dos puntos
de interseccion, su longitud superara considerablemente R. Representemos

tal longitud L de la forma siguiente:

l
SRR A

donde { > v. Cuando X -> X, la relacién L/R = (x - xo)" ¢ tiende al infinito.

La longitud L soélo tiene sentido a condicién de que L » R, es decir, de que C
> v. Pero existe la demostraciéon de que ¢ = 1. Por eso la generalizacién
planteada del modelo de Shklovski-De Gennes (en realidad esta
generalizacion fue hecha por los propios autores del modelo) sélo es
razonable cuando v < 1. En el caso bidimensional v = 1,3, por eso no puede
haber ningun tipo de “sinuosidad”. Pero en el caso tridimensional v < 1, y
hay motivos para pensar que la “sinuosidad” del esqueleto del racimo infinito

existe en realidad.
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Expresen el indice critico de electroconductibilidad t por los indices (y v en el

caso tridimensional y utilizando el modelo generalizado.

Funcion P(x) cerca del umbral de percolacion. Importancia de los
extremos muertos.

Al igual que la electroconductibilidad, la funcién P(x), que es la porcion de
nudos pertenecientes al racimo infinito, se reduce a cero cuando X = X.. Las
investigaciones han mostrado que cerca del umbral esta funcion tiene el

siguiente aspecto:

P(x) =D(x — x.)f (3)

donde D es el coeficiente numérico del orden de la unidad, y B, otro indice
critico. Se ha establecido que para los problemas bidimensionales . = 0,14,
y para los tridimensionales Bz = 0,4. Estos resultados fueron obtenidos
principalmente con ayuda del ordenador.

A la funcion P(x) contribuyen todos los nudos del racimo infinito, asi como
los que pertenecen al esqueleto y a los extremos muertos. Con ayuda del
modelo del racimo infinito es posible determinar cuales son los nudos mas
abundantes. Al principio supongamos qgue no hay en absoluto extremos
muertos, y calculemos la contribucién a P(x) por parte del esqueleto del
racimo infinito.

En el caso bidimensional, a cada célula del racimo infinito le corresponden
aproximadamente R/a nudos pertenecientes al esqueleto, donde a es el
periodo del reticulo (al igual que en el apartado anterior, aqui se hace una
estimacion que no pretende establecer los coeficientes numéricos). El area
de la célula es del orden de R? y, por consiguiente, el nUmero completo de
nudos en ella es del orden de R?/a®. De aqui resulta que la porciéon de nudos

pertenecientes al esqueleto del racimo infinito constituye
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Pog()=5=(c=x)"  (10)

Aqui —~ significa la igualdad segun el orden de magnitud (sin tener en cuenta
los coeficientes numéricos del orden de la unidad).

En el caso tridimensional, a cada célula del racimo infinito también le
corresponden (R/a) nudos pertenecientes al esqueleto, pero la cantidad total
de nudos en la célula es del orden de (R/a)3. Por esta razén, en el caso

tridimensional

as 2

Y — _ 2
Posq ()~ (3) ~& —x0) (11)
Comparando las formulas (10) y (11) con las (6) y (8). obtenemos que la
porcion de nudos pertenecientes al esqueleto del racimo infinito, segun el

orden de magnitud, coincide con la funcion

o(x)

0o

=(x—x.)t

Comparando las formulas (10) y (11) con la férmula (9) vemos que

en el caso bidimensional, en tanto que en el tridimensional

Pesq (x) _
p(x)

(x J— xC)ZUS_ﬂS

Recordemos que v, = 1,3 y vz ® 0,9. Por consiguiente. v, - B2, = 1,2 y 2vs -
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Bs = 1,4. Asi que. tanto en el caso bidimensional como en el tridimensional,
la relacion Pesq(X)/P(X) tiende rapidamente a cero cuando X -> X.. Eso
significa que los nudos que forman el esqueleto del racimo infinito
constituyen una proporcion insignificante del numero total de nudos
pertenecientes al racimo infinito. La “masa” fundamental del racimo infinito
estd concentrada en jos extremos muertos y es inudtil en absoluto, desde el
punto de vista de la electroconductibilidad. Por esta razén, en las cercanias
del umbral de percolaciéon o(x)/0o « P(x) (véase la Figura 10). Sin embargo,
los extremos muertos son precisamente los que determinan la imantacion
espontanea de la sustancia ferro-magnética con impurezas en las cercanias

del umbral de percolacion (véase el capitulo 3).

Universalidad de los indices criticos

Nos hemos familiarizado con tres indices criticos: v, t y B que describen el
comportamiento de distintas variables en las cercanias del umbral de
percolacién. Este comportamiento también se Illama critico, ya que las
funciones R(x), o(x) y P(x) tienen, cuando x = X, puntos singulares. Por
ejemplo, la funcion R(x) se reduce al infinito, y en la funcion P(x) la primera
derivada en el punto X. tiene discontinuidad. Por el lado izquierdo la misma
es igual a cero, y por el derecho se reduce al infinito. En la funciéon o(x) tiene
discontinuidad la segunda derivada. En la teoria de percolacién son conocidas
muchas otras variables que tienen comportamiento critico v,
correspondientemente, muchos otros indices criticos.

Para cada uno de los indices criticos antes examinados se daban dos valores:
para los problemas bi y tridimensionales. Pero existe un gran conjunto de
problemas bi y tridimensionales. Por ejemplo, existen los problemas
tridimensionales de los nudos, de los enlaces, de las esferas, el problema de
determinacion del nivel de percolacion en un potencial aleatorio y muchos
otros. ¢(De qué indices, pues, se trataba? Ahora nos acercamos, quizas, al

momento mas interesante en la teoria de percolacién. De acuerdo con las
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ideas actuales, los indices criticos para todos los problemas en el espacio de
una misma dimensién son idénticos. (Entre los problemas mencionados en
este libro constituye una exclusién Unicamente el problema de la percolacion
orientada.) La afirmacion acerca de la universalidad de los indices criticos es
mas bien adoptada que demostrada con rigor, Sin embargo, las numerosas
verificaciones de dicha afirmacidén, ejecutadas con ayuda del ordenador, no
pudieron refutarla.

¢En qué consisten los motivos fisicos de la universalidad de los indices? Por
lo visto, en que ellos son determinados por la estructura de los racimos en
las cercanias del umbral de percolacion. En este caso el papel principal lo
desempefan las propiedades geométricas de los racimos, que se manifiestan
a grandes distancias (del orden del radio de correlacién).

En las cercanias del punto de umbral, tales distancias superan en mucho el
periodo del reticulo (en el caso de los problemas reticulares) o el radio de la
esfera (en el caso del problema de las esferas). Por eso la geometria de los
racimos no depende del reticulo en que se plantea el problema. Este ultimo
puede ser, en general, no reticular, sino planteado en los nudos dispuestos
arbitrariamente en el espacio, y eso tampoco se reflejard en la estructura de
los grandes racimos. Pero, por supuesto, la dimension del espacio se refleja
considerablemente en la geometria de los racimos, ya que, por ejemplo, es
mucho mas facil asegurar el “desenlace” de las lineas en el espacio
tridimensional, que en el bidimensional. Por estas causas los indices criticos
no dependen del tipo de problema, sino de la dimensién del espacio.

Es interesante indicar que el cambio de los indices criticos al aumentar la
dimension del espacio, ocurre hasta la dimensidon 6. A partir del espacio de
seis dimensiones, los indices no cambian al aumentar la dimensién, ademas,
el indice B = 1. como en la red de Bethe. Cuando d = 6, el problema de los
indices criticos se simplifica considerablemente y admite una solucion exacta.
Asi pues, a distincion de los umbrales de percolaciobn que dependen

esencialmente del tipo de problema, los indices criticos poseen cierta
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universalidad. De aqui se deduce lo siguiente. Si los resultados del
experimento fisico se interpretan con ayuda de la teoria de percolacion, y la
estructura microscopica del sistema sujeto a examen no ha sido del todo
aclarada, antes que nada es preciso comparar los indices criticos con la
teoria de percolacién, ya que éstos no dependen casi de ningun factor.
Precisamente asi se hace al analizar los datos experimentales de la
electroconductibilidad en los materiales heterogéneos (véase el capitulo 9).
La teoria de percolacion adopté la idea de universalidad de los indices
criticos, de la teoria de las transiciones fasicas de segundo género (a las
transiciones fasicas de segundo género, que ocurren al subir la temperatura,
pertenecen, por ejemplo, la transicibn del metal del estado de
superconductor al estado normal y la transiciéon del material ferro-magnético
al estado no ferro-magnético). En las cercanias del punto de transicion fasica
de segundo género, al igual que cerca del umbral de percolacién, se forman
zonas de gran tamafio que se distinguen entre si por sus propiedades. La
diferencia consiste en que los limites de esas zonas no “estan congelados”,
como en la teoria de percolacién, sino que cambian en funcién del tiempo
gracias al movimiento térmico. El tamafio de las referidas zonas también se
llama radio de correlacion y se expresa por la formula (1).

De la teoria de transiciones fasicas también surgioé otra idea importante: la
hipotesis de la semejanza. Con arreglo a la teoria de percolacion, esta
hipdtesis consiste en lo siguiente. Supongamos que han sido tomadas
fotografias de distintos sectores de una rejilla de nudos blogueados, con dos
valores de x iguales a X1 y X2. Ambos valores se encuentran por un lado de X,
y son proXximos a X.. Supongamos, por ejemplo, que X1 - X¢ => Xz - Xc > 0.
Cuando x = x; el radio de correlacion R; = I(X1 - X¢) — V. Segun la condicion,
R1 < R,. La semejanza consiste en que si las fotografias tomadas cuando x =
X1 se amplian con relacion a Ry/R;, “por término medio” ellas no se
distinguirdn de las fotografias tomadas cuando x = X,. Ademas, se supone

que esas fotografias son tan “pequefias” que en ellas no se ven los nudos y
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los enlaces, sino que sélo los grandes bloques. Por lo tanto, la hipdtesis
consiste en que al acercarse al umbral de percolacion, la geometria de gran
escala del sistema se transforma de modo semejante, con la particularidad
de que todas las dimensiones lineales aumentan proporcionalmente al radio
de correlacion.

Cabe sefalar que el modelo de Shklovski - De Gennes satisface la hipotesis
de la semejanza, pero ésta es mucho mas amplia. La misma se refiere no
solo al esqueleto del racimo infinito y, en general, no supone la division en
esqueleto y en extremos muertos.

La enunciacion matematica de la hipodtesis de la semejanza permite
establecer relaciéon entre los indices criticos v, B y el tercer indice que aqui no
fue introducido. Los calculos muestran que dicha relacion se cumple bien.

Las ideas de semejanza, introducidas por primera vez por los fisicos
soviéticos A. Z. Patashinski y V. L. Pokrovski, asi como por el fisico
norteamericano L. Kadanoff, constituyen la base de la actual teoria de las
transiciones fasicas y de la teoria de percolacion.

Con las ideas de semejanza se hallan relacionados otros nuevos métodos
matematicos de calculo de los indices criticos. Estos métodos se han
desarrollado considerablemente en la dltima década y alcanzaron cierta
perfeccién. Hoy dia casi todos los indices fundamentales han sido calculados
con la ayuda de dichos métodos. Pero los calculos son tan complicados que

es muy dificil exponerlos en este libro.
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Capitulo 13

Electroconductibilidad a saltos

En los capitulos anteriores fue detalladamente descrito como se emplea la
teoria de percolacion para calcular la electroconductibilidad de los sistemas
que constan de elementos dispuestos aleatoriamente. Ademas, cada
elemento era conductor o no conductor, pero las resistencias de todos los
elementos conductores se estimaban idénticas. A tal tipo de sistemas
pertenecen las rejillas con enlaces rotos o con nudos bloqueados, la mezcla
de bolas metalicas y dieléctricas, etc.

Ahora hablaremos de otra clase de sistemas que también estan
aleatoriamente formados por elementos diferentes, pero cuyas resistencias
pueden adoptar cualquier valor situado en un intervalo muy amplio: desde
los mas minimos hasta los mas colosales. Resulté que el problema de calculo
de la resistencia de los sistemas que constan de gran numero de tales
elementos también puede ser solucionado por medio de la teoria de
percolaciéon. En 1971 fue construida la teoria de electroconductibilidad a
saltos de los semiconductores, basada en las ideas de percolacién. En este
capitulo examinaremos el fendbmeno de electroconductibilidad a saltos y

daremos su descripcion matematica.

Datos experimentales

La figura 48 ilustra la dependencia entre el logaritmo de resistividad y la
temperatura inversa (1/T) para distintas muestras de germanio del tipo p. La
resistividad se mide en Q cm, y la temperatura inversa, en grados inversos
de Kelvin. En la escala horizontal superior, para facilitar la exposicion, la

temperatura inversa ha sido transformada en “simplemente temperatura”.
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Figura 48 Dependencia entre el logaritmo de resistividad del germanio
compensado de tipo p y la temperatura inversa. Las rayas indican la
continuacion del sector de baja temperatura hasta la interseccion con el eje
de ordenadas. El punto donde la recta de trazos cruza el eje de ordenadas,
proporciona los valores de po (N) para una muestra dada. Las

concentraciones de aceptores en las muestras son las siguientes (en cm™)
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En la figura hay en total 16 curvas correspondientes a las muestras de

diversa concentraciéon de aceptores.

1 7,5x10* |5 3,6x10% 9 1,4x10%™ | 13 1,0x10%Y
2 1,4x10® |6 4,9x10® |10 2,4x10*™ 14 1,5x10Y

3 1,5x10®¥® |7 7,2x10"™ |11 3,5x10¥ 15 5,3x 10
4 2,7x10¥® |8 9x10® 12 7,3x10* |16 1,35x 10

Segun los datos de Fritzsche y de Cuevas

Como fue dicho en el capitulo 8, con concentraciones bastante altas de
impurezas, en los semiconductores ocurre la transicibn de Mott. Con
concentraciones superiores a las criticas, surge electroconductibilidad de tipo
metalico, la cual depende muy poco de la temperatura. La figura 48 ilustra
esa transicién, ademas, la concentracion critica N. resulta del orden de 10’
cm™3. Las muestras 15 y 16 tienen electroconductibilidad de tipo metélico, la
(14) se encuentra “en el limite”, y las deméas muestras se diferencian por
una brusca y destacada dependencia entre la temperatura y la resistencia,
tipica de los semiconductores.

La dependencia de temperatura de las muestras 1 ... 11 tiene dos sectores
diferentes. En términos generales, para cada muestra, el grafico consta de
dos rectas que se cruzan. Una de ellas, correspondiente a temperaturas mas
altas, tiene una inclinacion abrupta, mientras que la inclinacion de la
segunda es mas suave. (jRecordemos que la parte derecha del eje de
abscisas corresponde a temperaturas mas bajas!) En cada uno de esos

sectores la resistencia puede ser representada en la forma siguiente:

&
p = poekT (1)

donde p es la resistividad; po, un factor que no depende de la temperatura;

e, la base del logaritmo natural; k, la constante de Boltzmann: T, la
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temperatura en grados Kelvin. La energia € se denomina energia de

activacion. Como se deduce de la formula (1),

Inp=Inp, +—I 2)
p=Inpy+—lne

es decir, la dependencia entre In(p) y T efectivamente se muestra mediante
una recta, con la particularidad de que el &angulo de inclinacién es
proporcional a la energia de activacion €. Cada una de las curvas 1 ... 11 se
caracteriza por dos energias de activacion: la energia grande y la energia
pequeia.

El origen de la energia de activacion grande es relativamente simple:
equivale al trabajo que hay que gastar para separar el hueco del aceptador,
0 sea. es igual a la energia de enlace del hueco. La probabilidad de que este
ualtimo adquiera tal energia a expensas de las vibraciones térmicas, como se
deduce de la fisica molecular, es proporcional a <. Por eso el nimero de
huecos libres también es proporcional dicho factor. De aqui se obtiene que la

-e/kT

electroconductancia ¢ también es proporcional a e mientras que la

resistividad p=0"! es proporcional a

Es natural que esta energia de activaciéon no depende de la concentracion de
aceptores. En efecto, el angulo de la pendiente de alta temperatura de todas
las curvas en la figura 48 es aproximadamente idéntico. Sin embargo, al
bajar la temperatura, cada curva experimenta una flexibn. A bajas
temperaturas las curvas, como antes, se describen mediante la ecuacion (1),
pero la variable ppo ahora depende mucho de la concentracion de aceptores.
Para subrayar esa circunstancia designemos por po(N) la variable po del

sector de bajas temperaturas. La energia de activacion en dicho sector es
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mucho menor que la energia de enlace del hueco en el aceptor, y depende
de N. Designemos la energia de activacion por €(N). La electroconductibilidad

en el sector de baja temperatura se llama electroconductibilidad a saltos.

Mecanismo de la electroconductibilidad a saltos

En el proceso de estudio de la teoria de electroconductibilidad a saltos
hablaremos del semiconductor del tipo n, en el cual los portadores de
corriente son electrones y no huecos. Tal estudio resulta mas evidente,
aungque no existe ninguna diferencia importante entre los semiconductores
del tipo n y del tipo p, asi que todo lo dicho también concierne al
experimento con el germanio del tipo p, analizado en el apartado anterior.
Asi pues, examinemos un semiconductor extrinseco que contiene impurezas
donadoras. Consideraremos que la concentracion de impurezas es pequefa
en comparacion con la concentracion critica N; con la que ocurre la transicion
de Mott: metal-dieléctrico (véase el capitulo 8). En tales condiciones es
pequefio el recubrimiento de las capas electronicas de los &tomos extrinsecos
inmediatos. Por eso cada donador puede ser considerado como un atomo
hidrogenoide aislado, cuyo electrén exterior se halla alejado del atomo a una
distancia del orden de ag” y tiene una energia de enlace del orden de Eg”
(capitulo 8). Supongamos que la temperatura es tan baja, que la energia
térmica de los atomos oscilantes es insuficiente para que los electrones se
separen de los donadores. ¢(COmo se realizara en este caso la
electroconductibilidad ?

Imaginémonos que parte de los donadores no tienen electrén exterior. Eso
suele suceder a consecuencia de la compensacion de las impurezas (capitulo
10). Si el semiconductor contiene no sélo impurezas donadoras, sino también
aceptoras, cada aceptor capturara un electron del donador. Si hay menos
aceptores que donadores, parte de los donadores conservaran su electron
exterior y otra parte quedara sin electréon y tendra carga positiva.

El mecanismo de electroconductibilidad a saltos consiste en que el electréon
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“salta” de un donador a otro que hasta el momento no tenia electrén.

Ahora examinemos el caso cuando la energia potencial del electron donador
exterior depende muy poco de la posicion del donador en el espacio, es
decir, de la configuracion de las impurezas cargadas que rodean dicho
donador. Este caso corresponde a una concentracion pequefia de impurezas.
En condiciones tipicas de conductibilidad a saltos, la dispersiéon de las
energias de los electrones exteriores situados en distintos donadores,
constituye alrededor de 1/10 de la energia de enlace Eg .

En tal situacion el obstaculo fundamental para el “salto” electréonico entre los
donadores es la atraccion del electron hacia el donador a que él pertenece en

el estado inicial.

- - - -
~ A “
N\ '= b
\ P /
'\\ L. ;/ T \\ /
\ g g \ /
| | \
1@ Y Sl

Figura 49. La curva de trazos representa La energia potencial del electréon
como funcién de la coordenada r al haber dos donadores cargados en los
puntos 1y 2. Los trazos horizontales son los niveles de la energia de los
electrones en los donadores. El circulo es el electron que se encuentra en el
donador 1. Eg’, la energia de enlace del electrén; €, el trabajo que debe ser
realizado para trasladar el electron al donador 2, La saeta horizontal

representa la union a efecto de tunel.
Razonando desde el punto de vista de la mecéanica clasica, para que el
electron de la 6rbita de un donador pase a la 6rbita de otro donador es

necesario realizar cierto trabajo en contra de las fuerzas de atraccion, ya que
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el electron debe ser alejado a la mitad de la distancia entre los donadores
(véase la Figura 49). Después de eso el electron comenzara a ser atraido por
el segundo donador. Si la disposicion de los donadores es rala, dicho trabajo
se diferenciara muy poco del trabajo necesario para alejar al infinito el
electron perteneciente al donador aislado, es decir, se diferenciara muy poco
de la energia de enlace Eg’.

¢En qué consiste, pues, la ventaja de la electroconductibilidad a saltos ante
la electroconductibilidad de los electrones libres? El hecho es que la
electroconductibilidad a saltos es un fendmeno cuantico. La mecanica
cuantica permite al electron pasar de un donador a otro evitando el estado
libre y sin apropiarse de la energia del movimiento térmico de los 4tomos.
Tal transicion se denomina unién a efecto de tunel (Figura 49). La ley de
conservacion de la energia también sigue en vigor para las uniones a efecto
de tunel. Dicha ley requiere que la energia de los electrones en estados
inicial y final sea idéntica. Por eso, si gracias a los potenciales de las
impurezas circundantes, las energias del electron en el primero y en el
segundo donadores son diferentes, sera necesario, a pesar de todo, tomar la
energia insuficiente y entregar la sobrante. Pero esa energia es 10 veces
menor que Eg . Precisamente con ello se explica el hecho de que la energia
de activacion a baja temperatura, mostrada en la figura 48, es mucho menor
que a alta temperatura. Por consiguiente, a bajas temperaturas la
electroconductibilidad a saltos aventaja a la electroconductibilidad de
electrones libres, ya que la misma requiere menores gastos energéticos.
Pasemos ahora al estudio del factor po(N) que no depende de la
temperatura, pero que si depende de la concentracion de impurezas. El
mismo puede ser obtenido de la Figura 49, alargando mentalmente la recta
de baja temperatura hasta su interseccion con el eje de ordenadas (véase la
linea de trazos en la Figura 49). La variable po(N) es determinada por el
punto de interseccion. Para distintas curvas, las resistencias en los puntos de

interseccion se distinguen bruscamente una de otra, lo cual precisamente
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caracteriza la dependencia po(N).

Rejilla de resistencias

La principal causa por la cual la variable po(N) es grande y depende
considerablemente de JV, consiste en que la unidon cuantica a efecto de tunel
es un acontecimiento muy poco probable. Como fue dicho en el capitulo 8, la
probabilidad de hallar el electron exterior del donador a la distancia r del
nucleo donador disminuye a partir de r segun la ley e22/28",

donde e = 2,72 es la base del logaritmo natural. Si los donadores 1 y 2 se
encuentran separados uno de otro a la distancia ri2, la probabilidad de hallar
el electréon exterior del donador 1 en las cercanias del nucleo del donador 2

constituye

—27'12/
*
e ap

Precisamente esta variable contiene la probabilidad de uniéon a efecto de
tunel. Como se deduce del capitulo 8, si la concentracion de donadores es
mucho menor que la concentracion N; correspondiente a la transicion
dieléctrico-metal, la distancia media entre los donadores ser& mucho mayor

que ag Yy, por regla general, la variable

1

e~2rz2/ap =
e2T12/ap

sera muy pequena.

No obstante, entre los donadores vecinos ocurren de vez en cuando uniones
a efecto de tunel. Si al semiconductor se le aplica un campo eléctrico,
resultara que las transiciones en direccion contraria al campo (en direccion
de la fuerza activa) ocurren mas a menudo que las transiciones en éste.
Como consecuencia, surge una corriente eléctrica proporcional al campo

eléctrico. Precisamente en esto consiste el fendmeno que nos interesa.
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Para calcular la resistividad del semiconductor se utiliza un modelo llamado
“rejilla de resistencias”. Dicho modelo se enuncia no en el lenguaje de los
atomos y las uniones a efecto de tunel, sino en el lenguaje de las
resistencias electrotécnicas ordinarias. Imaginémonos que entre cada par de
donadores ha sido intercalada una resistencia (Figura 50). Los propios
donadores pueden ser representados en forma de bolas metalicas diminutas,

a las cuales estan soldados alambres de muchas resistencias.

R ]

Figura 50. Reticulo arbitrario de resistencias. Los circulos representan los
donadores que estan enlazados entre si imaginariamente mediante

resistencias.

El segundo extremo de cada una de esas resistencias permanece soldado a
otra bola. Como resultado, se obtiene una especie de rejilla tridimensional
desordenada de resistencias. Por supuesto que si Uds. realmente quisieran
armarla, seria necesario aumentar mucho las escalas del sistema.
Efectivamente, la distancia media entre los donadores es del orden de 107
cm.

Las resistencias intercaladas entre los donadores deben ser calculadas a

partir de la corriente de union a efecto de tunel, que fluye entre esos
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donadores en un campo eléctrico dado. Ello se reduce a la solucién de un
problema cuantico mecanico que aqui no expondremos. Notemos sélo que,
de acuerdo con lo dicho mas arriba, cuanto mas lejos estén los donadores
uno de otro, tanto menos corriente sera transportada por las uniones a
efecto de tunel situadas entre dichos donadores en un mismo campo.

Conforme a lo dicho, la resistencia R que enlaza los donadores situados a la

distancia r uno de otro, puede ser representada de la forma siguiente:
R = Roe?/% (3)

donde la variable Ro es idéntica para todas las resistencias (puede ser del
orden de 10). El problema consiste en hallar la resistividad de un sistema
integrado por un numero muy grande (10 ... 10*) de donadores

aleatoriamente dispersados en el espacio.

Propiedades de la rejilla de resistencias

El principal rasgo del modelo sujeto a examen consiste en que las
resistencias determinadas por la formula (3) se distinguen una de otra
considerablemente. La distancia media entre los donadores rp esta enlazada

con la concentracién de donadores Np mediante la relacién

4 —

3nriN,

que significa que en una esfera de radio rp hay, por término medio, un
donador. En las condiciones en que suele observarse la electroconductibilidad
a saltos, la variable rp supera ag” 6 ... 12 veces.

Supongamos, por ejemplo, que rp = 10g . Entonces la resistencia intercalada
entre los donadores situados a la distancia de 1,5 rp se relacionara con la

resistencia intercalada entre los donadores situados a la distancia de rp,
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como

e’/ = 10 = 2 2 x 10*

Los donadores con distancias reciprocas de rp se encuentran tan a menudo
como los donadores con distancias de 1,5rp. Por lo tanto, el cambio
insignificante de la distancia entre los donadores conduce a un cambio
considerable de la resistencia intercalada entre éstos.

En principio, el modelo de la rejilla supone que la resistencia ha sido
intercalada entre cada par de donadores. Pero las resistencias intercaladas
entre los donadores alejados son tan grandes que pueden ser despreciadas
sin duda alguna. Por regla general, esos mismos donadores estan enlazados
mediante una cadena de resistencias que pasa por los donadores que son
inmediatos uno respecto a otro. Aunque la longitud de dicha cadena es
mayor que la distancia mas corta entre los donadores alejados, la resistencia
de tal cadena es mucho menor que una resistencia intercalada entre los
referidos donadores. Tales ya son las propiedades del exponente: si X3 » 1y

X2 » 1, entonces

eX1+X2 e ex1 x eXZ >> ex1 + eXZ

Por consiguiente, de hecho, en la rejilla sujeta a examen es suficiente dejar
las resistencias que enlazan cada donador con sus 4 ... 5 donadores

inmediatos.

De nuevo el problema de las esferas

Pasemos ahora al célculo de la resistencia. Se supone el siguiente método de
razonamientos. Desconectemos (desoldemos) todas las resistencias situadas
entre las bolas que representan los donadores, y luego conectémoslas en

determinado orden.
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Conectemos al principio las resistencias que enlazan los donadores cuyas
distancias de separacion entre ellos son menores que cierta longitud r'. Eso
significa que se han conectado las resistencias mas pequefas, cuyos valores

6hmicos son inferiores a

R = Roe?""/%5

Si la longitud r' es mucho menor que la distancia media entre los donadores
ro, entonces sera necesario conectar resistencias solo entre los donadores
bastante separados, irregularmente proximos uno a otro. Por lo general,
estas resistencias no se hallan enlazadas entre si y no pueden asegurar la
percolacidon de la corriente eléctrica por el sistema.

Aumentemos poco a poco la longitud r' conectando cada vez nuevas
porciones de resistencias. A partir de cierto valor de r' = r. las resistencias
conectadas formaran un racimo infinito. Cuando r' > r. el sistema comenzara
a conducir la corriente eléctrica y poseera una resistividad finita.

El problema de determinacion de r. es, de hecho, el problema de las esferas
(capitulo 7). En efecto, construyamos en torno a cada donador una esfera de
radio r'. Entonces las resistencias seran conectadas soélo entre los donadores,
uno de los cuales permanece dentro de la esfera construida cerca del
segundo. De acuerdo con los resultados del capitulo 7, tales donadores

formaréan por primera vez un racimo infinito, a condicién de que

4
BC = ?ND"}? = 2,7 i 0,1
de aqui se deduce que
r, = (0,865 % 0,015)N,"/* ~ 1,39r, (4)
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Conexion de la resistividad

Conforme a lo dicho en el capitulo 12, el esqueleto del racimo infinito puede
ser representado en forma de una rejilla de alambre tridimensional (véase la
Figura 44), con una distancia entre los nudos del orden del radio de
correlacion. Para dicho problema debemos considerar que cada alambre
consta de muchas bolas enlazadas por medio de resistencias, la expresion

(1) del capitulo 12 ha de ser escrita de la forma siguiente:

RO =1 (o) ()

|T' _rcl

La expresion (5) se convierte en magnitud infinita en el umbral de
percolaciéon, ademds, de acuerdo con la idea de universalidad, el indice
critico v es igual que en los demas problemas tridimensionales de la teoria de
percolaciéon (v = 0,8 ... 0,9). Lejos del umbral, cuando r' - r. es del orden de
ro el radio de correlacion adopta un valor del orden de rp.

Cuando r' = r¢ la distancia entre los nudos de la red del racimo infinito se
convierte en magnitud infinita. El racimo infinito en este punto tiene aun una
densidad nula. Pero cuando r' > r. el mismo forma una especie de canales
que atraviesan todo el sistema y aseguran una resistividad finita.
Continuemos el procedimiento de intercalacion de resistencias. Si éstas se
intercalan entre donadores con distancias de r. a rc + gag , donde g es cierto
namero menor que la unidad (por ejemplo, g = 0,2). entonces la maxima

resistencia intercalada, practicamente no cambiara, ya que

leC/ag+2g ~ leC/ag

Por otra parte, el racimo infinito representard una red con una distancia

entre los nudos del orden de
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m:m(%> )

*
gag

En la teoria de electroconductibilidad a saltos, tal red se llama critica.
Precisamente ella es la responsable del paso de la corriente eléctrica.

En efecto, el aumento ulterior de la variable r', es decir, la intercalacion de
las demas resistencias, no conducira a un cambio considerable de la
resistividad. Como se deduce de la formula (3), las resistencias con r - rc »
ag™son mucho mayores que las resistencias con r = r.. Por eso, de hecho, a
través de dichas resistencias la corriente eléctrica, a pesar de todo, no

pasara, prefiriendo la red critica cuyas resistencias maximas son iguales a

_ 2rc/ax
:Rmax - :ROe </ B

Asi pues, nos queda calcular la resistividad de la rejilla critica. Al igual que
hemos hecho en el capitulo 12, representemos esa rejilla en forma de la
armadura de una red cubica sencilla (Figura 12) cuyo periodo constituye R.
Cada alambre que une dos nudos inmediatos de la red consta de gran
niamero de resistencias iniciales conectadas en serie, las cuales se
determinan mediante la formula (3). Como esas resistencias se distinguen
muchisimo una de otra, la resistencia de un alambre debe considerarse igual
a la resistencia maxima de las resistencias que integran ese alambre, es
decir, debe ser igual a Rmax-

El cubo elemental de la red cubica sencilla (Figura 27) consta de cuatro
alambres conectados en paralelo, ademas, también cada alambre pertenece
a otros cuatro cubos, asi que a cada cubo le corresponde un alambre de
resistencia Rmax. Para obtener la resistividad es necesario multiplicar la
resistencia completa del cubo Rmax por el area de su cara (R.°) y dividirla

entre la longitud de la arista (R.). Por lo tanto,
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pO (N) = :Rmach = RORCeer/ag (7)

En este caso obramos con el cubo como si estuviera lleno de una sustancia
homogénea de resistividad p. Pero precisamente asi procede el
experimentador cuando calcula la resistividad de la muestra a partir de la
resistencia completa medida. El experimentador no piensa en si la corriente
eléctrica es homogénea en su muestra, o si la misma fluye por cualesquier
hilos. Si la muestra tiene forma de cubo, para obtener la resistividad, el
experimentador debe multiplicar la resistencia completa por la longitud de la

arista del cubo.

Analisis del resultado obtenido

Al calcular la resistencia que enlaza dos donadores (férmula (3)) no hemos
tomado en consideracion el hecho de que las energias de los electrones en
dichos donadores podrian ser distintas. La diferencia surge, en primer lugar,
a causa de que las impurezas cargadas generan entre los referidos
donadores cierta diferencia de potenciales electroestaticos, la cual tiene
signo aleatorio y valor aleatorio. La ley de conservacion de la energia no
permite en este caso la union a efecto de tunel de un donador a otro, si ésta
no va acompafnada del aumento o la disminucién de la energia (en el valor
necesario) a expensas de la interaccion del electréon con los atomos de la red
que realizan oscilaciones térmicas. Como ya fue dicho, la probabilidad de

obtener la energia e es proporcional a

es/kT

Por esta razon, en realidad, la resistencia R(r) depende de la temperatura. El

registro sucesivo de esta dependencia conduce a que la resistividad dependa
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de la temperatura segun la ley (1), donde la energia de activaciéon € = g(N)
depende de la concentracion de impurezas, El calculo que nos ha conducido a
la formula (7) fue hecho suponiendo que la temperatura es tan grande que
e(N)/KT « 1. Por lo tanto, la formula (7) sélo proporciona la variable po(N) y
no la resistividad completa.

Es necesario tener en cuenta que distintas partes de la formula (7) fueron
obtenidas con distinto grado de precision. El factor RoR., llamado factor
preexponencial, se ha obtenido con una precision de hasta el coeficiente
numérico. Efectivamente, en realidad, por ejemplo, no sabemos el nimero g
en la expresion (6) para R. . Ademas, la sustitucion de la rejilla del racimo
infinito por una red peridédica puede conducir a un error en el coeficiente
numérico. Cabe sefalar que en la actualidad no existe una teoria que
permita determinar con certeza el coeficiente numérico en el mencionado
factor preexponencial.

En cuanto a la variable que figura en el exponente de la féormula (7), ésta se
conoce con bastante precision. Segun el sentido de la deducciéon de la
férmula (7), en el exponente, r. podria sustituirse por r. + ag g.

Entonces, en vez de 2r/ag g surgiria la suma

Su segundo miembro caracteriza, de hecho, la indeterminacién con que
conocemos el referido exponente. Como ya fue dicho, con pequefas
concentraciones de donadores, 2r.//as » 1, por eso el error relativo es
pequefio. De hecho, este ultimo refleja la indeterminacién del coeficiente

numeérico en el factor preexponencial.

Comparacion con los datos experimentales

Precisamente por medio del exponente se determina la dependencia entre la
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resistividad po y la concentracion de donadores Np. De acuerdo con las

formulas (4) vy (7),

2x0,86

1/3 «
p 9B

Inpy(N) = InRyR, + Ine (8)

El primer miembro del segundo término (8) depende de Np mucho menos

que el segundo miembro, y el mismo puede ser considerado como una

magnitud constante.

pﬁln'm
10°
4 &/
10 |
2
10"~
0
10 — -
1.3 2N 100 em

Figura 51. Dependencia entre el logaritmo de resistencia po(N) vy la
concentracion de aceptores en el silicio de tipo p. La linea recta es el

resultado tedrico (8), y 4 son los datos experimentales Ray y Fan obtenidos.
La comparacion de la formula (8) con los datos experimentales, ejecutada

para muchos semiconductores, ha mostrado que dicha formula describe con

mucha precisidon la dependencia entre po y N, lo cual es un logro importante
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de la teoria expuesta mas arriba. En la figura 51 se ofrece la resistencia
po(N) para un semiconductor bien estudiado, el silicio. La recta representa el
resultado tedrico (8), y los tridngulos, el resultado del experimento. Se ve
que el acuerdo entre la teoria y el experimento no deja nada que desear.

El procedimiento descrito en este capitulo también se emplea con éxito para
hallar la dependencia entre la temperatura y la electroconductibilidad a
saltos, asi como la variacion de esta ultima en funcién del campo magnético
exterior y de una serie de otros parametros. Ademas, este procedimiento es
aplicable a cualquier sistema heterogéneo cuya resistencia cambia de punto

a punto en amplios limites.
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Capitulo 14

Conclusion

En este ultimo capitulo analizaremos brevemente algunas aplicaciones de la
teoria de percolaciéon que no entraron en los capitulos anteriores, pero que
nos parecen interesantes, y haremos el resumen de todo lo dicho, tratando
de determinar lo que tienen de comun todos los problemas analizados.
Percolacion del liquido por un laberinto. Este problema esta
estrechamente enlazado con el problema de penetracion del gas en una
mascara de carbon, el cual dio comienzo a la teoria de percolacion.
Imaginense un cuerpo poroso en el que bajo presion se inyecta liquido. Este
ultimo no humedece el cuerpo, asi que las fuerzas capilares obstaculizan su
penetracion en los poros.

El laberinto de tubos capilares atraviesa todo el cuerpo, pero los diametros
de esos tubos se diferencian mucho entre si. En unos lugares los tubos son
anchos, y en otros, estrechos.

Al principio supongamos que el cuerpo sélo tiene un tubo capilar cilindrico. A
la izquierda del cuerpo 1 hay liquido bajo cierta presion creada por el émbolo

2, y ala derecha del cuerpo hay aire bajo presion atmosférica (Figura 52).

Figura 52

El cuerpo permanece fijo y no puede moverse. A expensas de la tension
superficial, el liquido no humectante penetrara en el tubo capilar sélo en el

caso de que su presion supere la presion atmosférica en 20/R, donde R es el
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radio del tubo capilar, y o, el coeficiente de presion superficial. A menores
presiones el liquido forma un menisco convexo, pero no pasa por el tubo
capilar.

Ahora supongamos que en el cuerpo existen tubos capilares de distintos
radios. Con un valor dado de la presion del liquido, algunos de esos tubos
(los mas anchos) dejan pasar el liquido, mientras que otros (los mas
estrechos) no lo dejan pasar. Con el incremento de la presion aumenta el
namero de tubos capilares que dejan pasar el liquido. A pequefias presiones,
cuando sé6lo dejan pasar el liquido los tubos capilares mas gruesos, el liquido
no puede penetrar en el cuerpo mas alld de la capa superficial. Pero bajo
cierta presion critica los tubos capilares permeables forman un sistema que
atraviesa todo el sélido. A partir de dicha presion el liquido se infiltra en el
solido.

El calculo de tal presion, asi como de una serie de otras caracteristicas del
proceso, constituye una aplicacibn muy importante de la teoria de
percolacién desde el punto de vista de las necesidades practicas.

Formacién de geles poliméricos. El polimero es una micromolécula que
consta de un gran numero de unidades elementales (monémeros).

Los mondmeros que se encuentran en la solucion pueden enlazarse entre si
formando una rejilla tridimensional compuesta, la cual atraviesa todo el
sistema. Como resultado se forma un gel, es decir, un medio consistente que
recuerda la gelatina o la jalea.

Existe un modelo que describe satisfactoriamente la formacion del gel. El
mismo se reduce a la teoria de percolacion donde los nudos blancos son
moléculas mondémeras, y los nudos negros, moléculas del disolvente. Los
enlaces entre los nudos blancos se realizan con una probabilidad que
depende de la temperatura. La formacién de un racimo infinito de nudos
blancos enlazados corresponde a la aparicion del gel.

Tal problema de la teoria de percolacion se denomina problema mixto, ya

que tanto los nudos como los enlaces son elementos aleatorios. Supongamos
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que la probabilidad de que cierto nudo sea blanco es igual a x; (esa
probabilidad equivale a la concentracion de moléculas del mondémero), en
tanto que la probabilidad de que un enlace dado no esté roto es igual a xz-
Hay que hallar la zona de los valores de X; y X2 en la que existe un racimo
infinito de nudos blancos enlazados uno con otro.

Segun la definicion, x1 y X, cambian en el intervalo de cero a la unidad.

Si X2 = 1, es decir, si todos los enlaces son integros, el racimo infinito
existira para todos valores de Xx; en la zona de Xpug £ X1 £ 1, donde Xnuq €s el
umbral de percolacion del problema de los nudos. Si x; = 1, es decir, si todos
los nudos son blancos, para ,la existencia de un racimo infinito sera
necesaria la condicion Xen < X2 < 1, donde Xen €s el umbral de percolaciéon del
problema de los enlaces.

El cuadrado en la figura 53 incluye toda la zona de cambio de las variables x;

Y Xo.

Figura 53.

La curva continua representa el grafico de la funcidon Xmin (X2) que describe el
limite de la zona de existencia de un racimo infinito. Con cada valor de x; en
el intervalo de Xen < X2 < 1, la funcidn xmin(X2) proporciona el valor minimo

de x; con el que existe un racimo infinito. Es facil comprender que Xmin (1) =
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Xnud Y Xmin(€N) = 1. La propia zona de existencia del racimo infinito en la
figura 53 esta rayada.

Si la probabilidad de x», ha sido establecida para todos los valores de la
temperatura, entonces, valiéndose de la funcién xmin (X2), puede ser hallada
la zona de temperaturas y de concentraciones del monémero, en la que se

forma el gel.

¢ Qué es, pues, la teoria de percolaciéon?

En ninguna parte de este libro ha figurado la definicion de lo que es teoria de
percolaciéon. No es facil expresar tal definicibn. No obstante, intentemos
ahora, en la ultima pagina del libro, formular lo que tienen de comun todos
los problemas aqui examinados, y cual es, en realidad, el objeto de la teoria
de percolacion.

La teoria de percolacion estudia las relaciones entre un gran numero
(macroscoépico) de elementos, a condicion de que el enlace de cada uno de
ellos con sus vecinos tenga caracter aleatorio, pero que sea establecido con
arreglo a un procedimiento absolutamente determinado (por ejemplo,
mediante un generador de numeros aleatorios dotado de propiedades
concretas).

Los diversos problemas de la teoria de percolacion pueden ser agrupados por
el hecho de que los elementos enlazados en las cercanias del umbral de
percolacién tienen igual geometria. Para notarla es necesario distraer la
atencion de la estructura a pequefia escala, determinada por el caracter de
enlaces y las propiedades de los elementos, prestando atencion tan sélo a los
enlaces de los grandes blogues. La geometria universal a gran escala, dicta
las propiedades universales de las variables fisicas que dependen de la
estructura de los grandes racimos. Precisamente esto agrupa los problemas

de la teoria de percolacion que difieren tanto uno de otro.
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Respuestas y soluciones
Capitulo 1
1. Con arreglo a la regla general, para hallar el valor medio hay que
multiplicar cada valor posible de la variable aleatoria, por la probabilidad de
este valor, y después sumar todos los productos La probabilidad de que
cualquiera de las caras del cubo permanezca dirigida hacia arriba es igual

a'/s. Por consiguiente,
a = (1/6) 1 + (1/6) 2 + (1/6) 3 +(1/6) 4 + (1/6) 5 + (1/6) 6 = 21/6

2. Los resultados de los experimentos cambian, pero el valor medio de X.(N)
calculado a base de muchos experimentos, no varia, ya que el movimiento
de izquierda a derecha se realiza por término medio, con la misma

probabilidad que de arriba abajo. Respectivamente, tampoco cambia

X, = ]\IfiLnOO x.(V)

3. Designemos por X; y X'1 los valores de umbral obtenidos en el
experimento anotado con el numero 1, teniendo en cuenta que Xxi
corresponde a la nueva definicion del umbral, y X;, a la definicion vieja (de
izquierda a derecha). Si a medida que disminuye X, al principio desaparece la
percolaciéon de izquierda a derecha y luego de arriba abajo, entonces x; = X1,
Pero si eso sucede al revés, entonces x; > x';. El valor medio del umbral

segun la nueva definicion es igual a

+ X+ o+ X

x (V) =2 ;

mientras que segun la definicién vieja
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x1+x2+"'+xQ

x.(NV) = 0

En ambas formulas el numero completo de experimentos Q se considera muy
grande. Pero con gran numero de experimentos, las situaciones cuando x'; >

X1, surgiran inevitablemente. Por esta razén, X.(N) > X(N). Sin embargo,

}Ifi_r}noo x. (V) = ]\Ifiinoo x.(V) = x,

El hecho es que el umbral de percolaciéon en un sistema infinito no es una
variable aleatoria, sino una magnitud cierta la cual no cambia de un
experimento a otro. Al mismo tiempo, la diferencia de los umbrales de
percolacién en distintas direcciones es un fenébmeno aleatorio. Por término
medio desde el punto de vista de la percolacion, todas las direcciones son
equivalentes. Por eso no depende de la direccion.

4. La solucidon es analoga a la anterior.

Designemos por X; Yy X'1, los valores de umbral obtenidos en el experimento
anotado con el numero 1, teniendo en cuenta que X; corresponde a la nueva
definicion del umbral, y x'1, a la definicion vieja Es facil demostrar que x'; <

X1. Razonando como en el problema anterior, obtenemos
x'c (W) < x (V)
pero

}Ifi_r}noo x. (W) = ]\Ifiinoo x.(V) = x,

El calculo segun la férmula (8) da d = 0,01. Esto significa que las
desviaciones "tipicas" del valor medio son iguales a + 0,01. De aqui se

desprende que el ultimo signo en el numero 0,59 obtenido por B. P. Watson )
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P. L. Leath con bastante probabilidad, pudo resultar erréneo. Con una
probabilidad mucho menor también pudo resultar erréneo el primer signo.
Puesto que solo se hizo un experimento, los propios autores solo pudieron
apreciar el error con el que ellos determinaron el umbral de percolaciéon
utilizando la sucesién de los nudos bloqueados (Esa sucesidn constituyo =+
0,005). Sin embargo, los autores nada pudieron decir de como cambiara el
resultado al repetir el experimento con otra sucesion aleatoria. Las
investigaciones ulteriores en cuyo programa entraron muchos experimentos
con un solo valor de N asi como experimentos con grandes valores de N,
condujeron a la deduccién de la formula (8). Esos experimentos también han
mostrado que, por lo visto, el numero 0,59 es correcto incluso en su ultimo

signo lo que en sumo grado debe considerarse como un hecho de suerte.

Capitulo 2

1. La porcion de nudos bloqueados equivale a 1 - x = N '/N mientras que la
porcion de nudos no bloqueados equivale a x = (N - N) N. Si elegimos
aleatoriamente Q nudos entre ellos resultaran Qx nudos no bloqueados y Q(1
- X) bloqueados (cuanto mayor sea el numero Q tanto mas exactamente se
cumplira esta relacion). Por eso la probabilidad de que el nudo elegido
aleatoriamente resulte bloqueado es igual a Q(1 - xX)', Q = 1 - x vy la
probabilidad de que ese nudo resulte no bloqueado equivale a Qx Q = X.
Puesto que el nudo puede ser ora blogueado ora no bloqueado, la suma de
las probabilidades esigual alaunidad 1 - x + x =1

2. La probabilidad de cualquiera sucesion de los tres numeros fijados
equivale a 1/6 x 1/6 x 1/6 = 1/216.

El numero de distintas sucesiones gque satisfagan las condiciones planteadas
para los numeros 1, 2 y 3 es igual a 6 (123, 213, 321,231,132 y 312), y
para los nimeros 1, 2 y 2 esigual a 3 (122, 212 y 221). La probabilidad de
que se realice una de las posibles sucesiones, equivale a la suma de

probabilidades. Por consiguiente, en el primer caso la probabilidad buscada
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constituye 6 x 1/216 = 1/36 y en segundo caso, 3 x 1/216 = 1/72

3. (0,8)3 (0,9)* = 0,336

4. La solucién no se expone

5. La funcién de distribucion de la variable aleatoria a es una constante en el
intervalo (- 1, 1) y equivale a cero fuera de este intervalo (Figura 54). Como
el area completa de un rectangulo, limitada por la curva f(y) (en este caso,
por una recta horizontal), el eje de abscisas y las perpendiculares levantadas
en los puntos - 1 y 1, debe equivaler a la unidad, f(y) =1 /2 cuando -1 <y

<1.

rx

-1 =34 =~1/4 0 1 ¥

Figura 54

Por regla general, la probabilidad buscada equivale al area del rectangulo,
limitada por la recta f(y), el eje de abscisas y las perpendiculares levantadas
en los puntos y = -3/4 e y = -1/4. (En la Figura 54 ese rectangulo esta
rayado.) La probabilidad es igual a [-*/4 - (-3/4] x /> =/,

6. La variable y recorre cualesquier valores de -co a c. Por esta razon, en las
formulas (3) y (4) hay que poner A = -oco y B = . De acuerdo con la

féormula (3),

[0¢]

a= f v ()dy

Sustituyendo la formula (6) obtenemos
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Ql

1 ©
= ﬁé\]}l f ye_y2/25]2\/'dy

Bajo el signo de integral se encuentra una funcién impar. Tras sustituir la
variable y = -t y comparar el resultado con la féormula inicial, notamos que
a= -a. De aqui se deduce que a = 0.

De acuerdo con la féormula (4), la varianza

[0¢] [0¢]

1
52 = fnyN (}’)d}’:ﬁfsﬁl fyze‘yz/”fzvdy

—oo — o0

Sustituyamos la variable: y = V2 dt. En este caso

[0¢]

52 =-—6% ftze—fzdy

La integral respecto a t equivale a Vn/2. Por eso obtenemos &% = &2y.

Capitulo 3
1. Segun la definicion, P(1) = 1. Cuando los valores de x son préoximos a la
unidad, los nudos pueden no pertenecer al racimo infinito por dos motivos:

a. En ellos puede haber 4&tomos no magnéticos. La porcion de tales nudos
constituye 1 - x.

b. Los &tomos magnéticos pueden permanecer aislados del racimo infinito
como, por ejemplo, el atomo B en la Figura 9. Pero para valores de x
préximos a la unidad, cuando hay pocos atomos no magnéticos, esta
causa es menos importante, puesto que para tal aislamiento es preciso

que varios atomos no magnéticos (4 en el caso de la red plana
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mostrada en la Figura 9} se rednan en torno a un atomo. Con un
namero pequefio de atomos no magnéticos, la probabilidad de tal

acontecimiento también es pequenia.

Por eso la segunda causa puede ser omitida, considerando que la porcién de
atomos pertenecientes al racimo infinito equivale simplemente a la porcién
de atomos magneéticos. Asi pues, a condicion de que 1 - X « 1, tenemos P(X)
= X.

2. En una red cubica sencilla, cada atomo tiene 6 atomos inmediatos
situados, respecto a ese atomo, en direccion de las aristas del cubo (Figura
12). La probabilidad Wy de que todos los atomos inmediatos a cierto atomo
sean atomos no magnéticos, equivale al producto de seis probabilidades: Wy
= (1 - x)°. La probabilidad W de que por lo menos uno de esos a4tomos sea

magneético equivale a

W) =1-Wo=1-(1-x)°.

De acuerdo con la férmula (2) del capitulo 3,

Po(x) = xW(xX) = X[1 - (1 - x)°].

Cuando X « 1

P2(X) = 6X°.

Es facil darse cuenta que para cualquier red en la que cada atomo tiene z

atomos inmediatos,

P2(x) = x[1 - (1 - x)°]
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y cuando x « 1

Po(X) = zx2.

En la Figura 55 se muestran 12 atomos situados en la periferia del atomo 0.

Todos ellos pueden participar en la formacion de un racimo de tres atomos.

1 0 3
9 ® ® ®—®)

Figura 55

Tal racimo puede ser formado, por ejemplo por los atomos 1, O y 2, si los
tres son magnéticos. La probabilidad de tal acontecimiento equivale al
producto de tres probabilidades x - x - x = x3®. La probabilidad de que el
racimo sea formado por los atomos 0, 4 y 12 o por cualesquier otros tres
atomos, también equivale a x°

Antes que nada es necesario saber cuantos grupos de tres atomos existen en
realidad. Al principio contaremos la cantidad de esos grupos que contienen
los atomos 0 y 1. Estos contienen 6 grupos de tres atomos 015, 018, 019,
103, 102 y 104

Ahora pasemos a los grupos de tres atomos que incluyen los 4&tomos O y 3
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pero que no incluyen el atomo 1. Esos grupos son cinco 036, 03 11, 037,
203 y 304.

Analogamente hay cuatro grupos de tres atomos que incluyen los atomos 0 y
2, pero que no incluyen los atomos 1 y 3: 025, 026, 02 10, 204, asi como
tres grupos de tres atomos que incluyen los atomos O y 4, pero que no
incluyen los atomos 1, 2 y 3. Esos grupos son 047, 048 y 04 12

Asi pues, existen 6 + 5 + 4 + 3 = 18 grupos de tres atomos ademas, la
probabilidad de cada uno de ellos equivale a x® Es necesario hallar la
probabilidad de que surja por lo menos uno de esos grupos. Cuando x «1, los
acontecimientos que consisten en el surgimiento de uno de los grupos de
tres atomos, pueden ser considerados como acontecimientos incompatibles.
En efecto la probabilidad de que se formen simultdneamente los grupos 102
y 015 de tres atomos equivale a la probabilidad de que los cuatro atomos
0125 sean magnéticos, es decir, de que se forme un racimo de cuatro
atomos. La probabilidad de este acontecimiento equivale a x* = x® - x « x°.
Por consiguiente, cuando x « 1, los grupos de tres atomos pueden ser
considerados como incompatibles. Entonces la probabilidad de que se forme

por lo menos uno de ellos es igual a la suma de las probabilidades, y
P; = 18x°
4. La probabilidad de que el atomo elegido al azar pertenezca a un racimo

integrado por no menos de dos atomos, puede ser representada en forma de

la suma de las probabilidades de los acontecimientos incompatibles

P2(X) = Pa(x) + P2(x) (D)

donde P2(x) es la probabilidad de que el atomo pertenezca a un racimo de

dos atomos De aqui se deduce
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P3(x) = P2(x) - P2(x)  (2)

La funcion P,(x) se determina mediante la féormula (3) del capitulo 3 y, por
consiguiente, solo es preciso calcular P2(Xx).

El a&tomo O (Figura 55) puede formar un racimo de dos atomos con los
atomos 1, 2 3, o con el 4&tomo 4. La probabilidad de que el racimo sea
formado por los atomos 0 y 1 equivale a la probabilidad de que esos dos
atomos sean magnéticos, multiplicada por la probabilidad de que los atomos
2, 3, 4, 8, 9 y 5 no sean magnéticos, es decir, equivale a x* (1 - x)°. Esas
mismas probabilidades son tipicas de los acontecimientos que consisten en
que el racimo de dos atomos esta formado por los 4&tomos O y 2 o por los
atomos 0 y 3 o por los atomos O y 4. Todos esos acontecimientos son
incompatibles y, por lo tanto la probabilidad P,(x) es igual a la suma de

cuatro probabilidades
P20) =4 x*(1-x)°  (3)

Sustituyendo la formula (3) en la (2), obtenemos

Ps(x) = X[1 - (1 - x)*] - 4x*(1 - x)®  (4)
lo cual precisamente contribuye a la resolucién del problema planteado.
Valiéndose de la formula del binomio es facil mostrar que la expresion (4) no
contiene términos cuya potencia x seria inferior a la tercera potencia. Si X «
1, entonces P3(x) = 18x3, lo cual coincide con el resultado del ejercicio

anterior.

Capitulo 4
1.

Gentileza de Rafael Rodriguez 236 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

0,0085 0,0072 0,0051 0,0026 0,0006
0,0000 0,0000 0,0067 0,0044 0,0019
0,0003 0,0000 00000 0,0032 0,001
0,0001 0,0000 00000

2. El numero b consta, en efecto, de n signos. Por eso b < 10". Para obtener
el siguiente numero b' es necesario hallar b? y dividirlo entre 10" y tomar la
parte integra. Por lo tanto, b < b? 10". Pero b? 10" = (b 10").

Como (b 10" < 1, por lo tanto, (b? 10" < b. De aqui se deduce que b < b,
lo cual precisamente era necesario demostrar

3.5 15, 5, 15, 5, 15

4.516,9,8,5,16,985

5.517131,5,17,13,1,5

6. Por doquier no se cumple la condicién b. En el ejercicio 3, ¢ = 0, en el
ejercicio 5 tampoco se cumple la condicién a, etc.

7. Supongamos que Xo = 0. En este caso obtenemos 0,3 1,4,203,1,42
Con cualquier valor de Xo el numero X; coincide con uno de los numeros de
esta sucesion.

8. En la figura 4 se ofrece la funcion de distribucion de los numeros
aleatorios que proporciona el generador. El juego V se compone de esos
ndmeros. La porcion de nudos no bloqueados en el juego V equivale a la
porciéon de numeros aleatorios en dicho juego, que satisfacen la desigualdad
V < t. Por consiguiente, la porcion media de nudos no bloqueados es igual a
la probabilidad de que el numero aleatorio resulte menor que t. Segun la
definicion de la funcidn de distribucion, esta probabilidad es igual a la
superficie limitada por la curva f(V), el eje de abscisas y las perpendiculares
levantadas de los puntos O y t. En este caso esa superficie es el area del
rectdngulo, igual a-t Por consiguiente la porcibn media de nudos no

blogueados x equivale a-t.
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Capitulo 5

1. Con valores de x proximos a la unidad, casi todos los nudos pertenecen al
racimo infinito. A este no pertenecen tan solo los nudos que tienen rotos
todos los enlaces que unian esos nudos con el sistema restante. La
probabilidad de que esté roto un enlace determinado, es igual a 1 - x. En el
caso de una red cuadrada para que un nudo resulte aislado del sistema es

necesario que estén rotos cuatro enlaces que salen de ese nudo (Figura 56,

a).

{ i i
a) b)
Figura 56 a) Un nudo aislado; b) dos nudos aislados. El enlace completo se

muestra con una linea llena y los enlaces rotos, con lineas de trazos

La probabilidad de tal acontecimiento equivale al producto de las
probabilidades es decir equivale a (1 - x)*. Para que dos nudos permanezcan
aislados del sistema es preciso que estén rotos seis enlaces (Figura 56, b).
La probabilidad de tal acontecimiento equivale a (1 - x)°

Cuando 1 - x « 1 esta probabilidad es mucho menor que la probabilidad de
que permanezca aislado un nudo. Por lo tanto, en el caso limite que nos
interesa, es posible considerar que todos los nudos aislados se hallan
dispuestos de uno en uno, y la probabilidad de que el nudo elegido al azar
esté aislado, equivale a (1 - x)*. La probabilidad de que el nudo elegido al

azar no esté aislado es igual a 1 - (1 - x)* es decir para una red cuadrada,

P"(x) =1 -(1-x)*
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Razonando del mismo modo obtenemos que para una red triangular

P"(x) =1-(1-x)°

mientras que para una red hexagonal

P"(x) =1 - (1-x)*

Estos resultados son justos cuando (1 - x) « 1
2. El problema se resuelve del mismo modo que el problema anterior.
Cuando 1 - X « 1, casi todos los nudos pertenecen al racimo infinito. El nudo
elegido al azar permanecera aislado del racimo infinito, en caso de que todos
los nudos inmediatos a los contengan atomos no magnéticos (para
evidenciar utilizamos la terminologia del problema de la sustancia
ferromagnética). Al igual que en el problema anterior, es insignificante la
probabilidad de que uno de los nudos inmediatos al nudo sometido a examen
sea el atomo magnético pero aislado del racimo infinito. Por eso solo es
suficiente calcular la probabilidad de que todos los nudos inmediatos a dicho
nudo sean atomos no magnéticos. La probabilidad de que en cierto nudo se
encuentre un atomo no magnético equivale a 1 - x. El numero de nudos
inmediatos es igual al nUmero de enlaces que salen de dicho nudo. Por eso
se obtienen los mismos resultados que en el ejercicio anterior

e para un reticulo cuadrado P™(x) = 1 - (1 - x)*

e para un reticulo triangular P™9(x) = 1 - (1 - x)°

e para un reticulo hexagonal P™(x) = 1 - (1 - x)3

Por lo tanto, con valores de x préximos a la unidad, P™%(x) = P®*"(x), lo cual
no contradice la formula (2).

3. Examinemos el reticulo hexagonal cuya porcion de enlaces blancos
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constituye X, y el reticulo triangular cuya porciobn de enlaces blancos
constituye y (Recordemos que el término "enlace blanco” es sindbnimo del
término "enlace integro”, y que "enlace negro" significa “enlace roto”. El
termino nudo “esta enlazado” con otro nudo si eso no fue estipulado
especialmente ha de entenderse de tal modo que dicho nudo se halla
enlazado por medio de enlaces no rotos, es decir mediante enlaces blancos).

Apliguemos los reticulos uno sobre otro, asi como se muestra en la figura 57.

Figura 57. Transformacion de una estrella en un triangulo. Con lineas de
trazos se muestra el reticulo hexagonal, y con lineas llenas el reticulo

triangular

En este caso los nudos de los tipos A, B y C son comunes para ambos
reticulos, mientras que los nudos del tipo D pertenecen solo al reticulo
hexagonal. La idea de los razonamientos posteriores consiste en que el
problema de percolacion en un reticulo hexagonal puede ser reducido al
correspondiente problema en un reticulo triangular.

Las probabilidades de que los nudos A, B y C estén enlazados entre si han de
ser expresadas a través de la variable x, es decir a través de la porcion de

enlaces blancos en el reticulo hexagonal. En este caso es necesario utilizar la
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geometria y las propiedades estadisticas de los enlaces que salen de los
nudos del tipo D. Después de esto es posible examinar tan solo el reticulo
triangular representado en la figura 57 con lineas llenas olvidando que
dentro de cada triangulo hay lineas de trazos y nudos del tipo D.

Este procedimiento se utiliza ampliamente en el célculo de circuitos eléctricos
y se denomina “transformacién de una estrella en un triangulo™”.

Realmente seran necesarias las siguientes magnitudes:

1. W_, la probabilidad de que el nudo A no esté enlazado ni con el nudo B
ni con el C. Tal probabilidad equivale a la suma de las probabilidades
de dos acontecimientos incompatibles ElI primer acontecimiento
consiste en que el enlace AD es negro, mientras que los enlaces BD y
DC son cualesquiera. Su probabilidad es igual a 1 - x. El segundo
acontecimiento consiste en que el enlace AD es blanco, y ambos
enlaces BD y BC son negros. La probabilidad de este acontecimiento
equivale al producto de tres probabilidades x(1 - x)(1 - x). Como
resultado

W.(x)=1-x+x(1-x* (@)

2. W._, la probabilidad de que el nudo A este enlazado con el B pero no
con el C. Esta probabilidad equivale a la probabilidad de que los
enlaces AD y DB sean blancos, y el enlace DC, negro, y se calcula
como el producto de las probabilidades de tres acontecimientos

Wi =x*(1-%X) (2)

3. W.,, la probabilidad de que el nudo A este enlazado con el nudo C,
pero no con el B. Es facil convencerse de que esta probabilidad
equivale a W...

4. W.., la probabilidad de que el nudo A este enlazado tanto con el nudo
B como con el C. Dicha probabilidad equivale a la probabilidad de que
los tres enlaces AD, DB y DC sean blancos, y se calcula como el
producto de las probabilidades

Wer(X) = %3 (3)
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Conociendo esas cuatro probabilidades es posible no volver mas al reticulo
hexagonal y resolver el problema de percolaciéon en un reticulo triangular. Si
fuera resuelto, seria hallado el valor critico de xen(H) para el reticulo
hexagonal.
Claro esta que tal forma de resolver el problema no es mas facil ni mucho
menos. Pero esas mismas probabilidades W pueden ser expresadas por la
variable y que es la porcion de enlaces blancos en el reticulo triangular. En el
umbral de percolacién estas probabilidades tienen un valor absolutamente
determinado, el cual por ahora se desconoce, pero, tras igualar las
probabilidades expresadas a través de x a las probabilidades expresadas a
través de y, se puede obtener la relacion que enlaza los umbrales de los
reticulos hexagonal (xen(H)) y triangular (Xen(T))
Asi pues, el siguiente problema consiste en expresar las cuatro
probabilidades a través de y
1. El nudo A no estara enlazado ni con B m con C, si los enlaces AB y
AC son negros y el enlace BC es cualquiera. La probabilidad de tal
acontecimiento equivale al producto de las probabilidades
W.(x)=(@1-y)* @
2. W._. El nudo A estara enlazado con el B pero no con el C si el enlace
AB es blanco, y ambos enlaces BC y AC son negros
Wi (x) =y@-y)2 (5)
(Si, por ejemplo el enlace BC fuera blanco el nudo A permaneceria
enlazado con el nudo C por la via ABC)
3. W_, = W, al igual que en el caso anterior
W... La probabilidad de que el nudo A este enlazado con el B y con
el C equivale a la suma de las probabilidades de los cuatro
acontecimientos incompatibles. El primer acontecimiento consiste en
que los tres enlaces AB, BC y AC son blancos Su probabilidad

equivale a y®. Los otros tres acontecimientos consisten en que solo
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un enlace de tres es negro. Por ejemplo si el enlace negro es AB el
nudo 4 estara enlazado con el C a través del enlace blanco AC, y
con el B por la via ACB. La probabilidad de cada uno de los tres
acontecimientos equivale a y?’(1 - y). Como resultado obtenemos
que

Wer(y) = >y  +3y*(1-y)  (6)

En el umbral de percolacion todas las variables W(x) deben ser iguales a

W(y). Por esta razén, surge el siguiente sistema de ecuaciones

W_(x)=W__(y) 1—-x+x(1-x)>=0-y)* (7)
Wi (x) =W,_(y) x*(1-x)=y(1 -y)? (8)

Wi (x) =W, (y) x*=y*+3y*(1-y) 9

Estas ecuaciones deben satisfacerse al sustituir X = Xen(H) e y = Xen(T).
Ademas, los umbrales de percolacion satisfacen la relacion (23) del capitulo
5. De esta relacion se deduce que Xen(H) = 1 - Xen(T)

Sustituyamos en las ecuaciones (7) (8) y (9),
Y = Xen(T) Y X = Xen(H)
En este caso la ecuaciéon (8) se convierte en la identidad
(1 - Xen(T))? Xen(T) = Xen(T) (L - Xen(T))?
en tanto que las ecuaciones (7) y (9) se reducen a esa misma ecuacion
cubica

Xen(T) - 3Xen(T) +1 =0

En el intervalo O < Xen(T) < 1 esta ecuacién tiene una sola raiz

Gentileza de Rafael Rodriguez 243 Preparado por Patricio Barros



Fisica y geometria del desorden www.librosmaravillosos.com A. Efros

Xen(T) - 2 sen (n/18) = 0,347296

Respectivamente,

Xen(H) = 1 - Xen(T) = 1 - 2 sen (n/18) = 0,652704

4. Antes que nada hay que hallar el area correspondiente a un nudo en cada
uno de los tres reticulos mostrados en la figura 16, a condicién de que la
distancia entre los nudos inmediatos sea igual a a.

Reticulo cuadrado. A cada cuadrado le pertenecen 4 nudos, pero cada uno de
esos nudos pertenece a cuatro cuadrados diferentes. Por consiguiente, a
cada cuadrado le gqueda un nudo o, con otras palabras, a cada nudo le
pertenece el area de un cuadrado, es decir, S(C) = a*.

Reticulo triangular. A cada triangulo le pertenecen 3 nudos, pero cada uno de
esos nudos es la propiedad de seis triangulos distintos. Por lo tanto, a un
triangulo le corresponde la mitad de un nudo, y a un nudo le corresponde el
area equivalente a dos aéreas del triangulo. El area de un tridngulo
equilatero, de lado a es igual a V3-a?/4. Por consiguiente, a un nudo le

pertenece el area

S(T) = V3-a%/2

Reticulo hexagonal. A cada hexagono le pertenecen 6 nudos, pero cada uno
de esos nudos pertenece a tres distintos hexagonos Por lo tanto, a un
hexagono le corresponden dos nudos El area del hexagono equivale al area
de seis triangulos equilateros, de lado a, es decir, equivale a 3 V3-a?/2. Por
consiguiente, a cada nudo le corresponde el area 3 V3-a%/4.

Para cada uno de los reticulos, la variable a se determina por medio de la

funcion establecida a(x), ademas, en calidad de x es preciso utilizar el
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umbral de percolacion Xen, para el correspondiente reticulo. Como resultado

obtenemos

3
sS(T) = g [a(0,35)]?

5(€) =[a(0,5)]?

3V3
S(H) = %_[a(O,GS)]Z

Esta claro que la funcion a(x) disminuye con el aumento de x. (Si los pares
contagian mejor unos a otros, la distancia entre ellos disminuird). Es facil
notar, sin embargo, que esta afirmacion es insuficiente para obtener aunque
sea una desigualdad entre las areas escritas mas arriba. En efecto, la
longitud a del reticulo hexagonal es minima, pero, en cambio, el coeficiente
numeérico en la expresion para el area es maximo, y en el reticulo triangular
eso es al revés. Por esta razén, para calcular un reticulo de area minima hay

que conocer la funcién a(x) mas detalladamente.

Capitulo 6

1. Los coeficientes de relleno de las redes planas se calculan facilmente
valiéndose de los resultados del ejercicio 4 dado en el capitulo 5. Eso fue
demostrado en el texto en el ejemplo de una red hexagonal. Por eso aqui nos
limitaremos Unicamente a las redes volumétricas (tridimensionales), ademas,
sélo a dos, dejando al lector que resuelva por su cuenta todo lo demas.

Red cubica sencilla. A cada cubo elemental (Figura 12) le pertenecen 8
nudos, pero cada uno de esos nudos es propiedad de 8 diferentes cubos
elementales. Por consiguiente, a cada cubo le pertenece un nudo, mientras
que el volumen correspondiente a cada nudo equivale al volumen del cubo

elemental, es decir, a a3. El radio de las esferas circunscritas en entorno a
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los nudos constituye a/2, y el volumen, 4na®/24. La porcién de volumen
ocupada por las esferas es igual a la relacién entre el volumen de una esfera

y el volumen correspondiente a un nudo. Por consiguiente, para la red CS,

f(CS) = 4n/24 = 0,52.

Red cubica centrada en el espacio. A cada cubo elemental (Figura 28, b) le
pertenecen 9 nudos, de los cuales 8 se encuentran en los angulos, y uno en
el centro. El nudo situado en el centro pertenece sélo a un cubo, y cada uno
de los nudos angulares pertenece a 8 cubos diferentes. Por lo tanto, a un
cubo elemental le corresponden dos nudos, en tanto que el volumen
correspondiente a un nudo equivale a la mitad del volumen del cubo, es
decir, a a3/2. El nudo inmediato a cada nudo permanece alejado de este
altimo a una distancia equivalente a la mitad de la diagonal del cubo, es
decir, a la distancia de V3-a/2. El radio de la esfera circunscrita en torno a

cada nudo equivalga V3-a/4. y el volumen de la esfera equivale a

V3a , w3
332 T 16 ¢
3% 63

El coeficiente de relleno es igual a la relacion entre el volumen de la esfera y

el volumen correspondiente a un nudo. Por lo tanto,

f(CCE) = nv8/8 ~ 0,68

Capitulo 7
1. Al primer grupo de coordinacion del nudo O pertenecen 12 nudos del tipo
1 (Figura 58), al segundo grupo, 6 nudos del tipo 2, y al tercer grupo, 24

nudos del tipo 3 (en la figura no aparecen todos los nudos); 12 + 6 + 24 =
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42.

3 'y

Figura 58. Nudos inmediatos del nudo 0 en un reticulo cubico centrado con

arreglo a las caras.

Capitulo 8

1. Utilizando las férmulas (3) y (5) obtenemos ag' = 636 x 10° cm = 636 A,
N; = 7,8 x 10** cm™. Esto constituye una baja concentracién critica Unica. La
transicion a la conductibilidad metalica ocurre cuando un atomo extrinseco
corresponde a i108 atomos del semiconductor! Para obtener un
semiconductor con tal concentracion de impurezas se requiere una técnica

muy complicada de depuracion del cristal.

Capitulo 11

1. Introduzcamos la funcion Q(x), es decir, la probabilidad de que la
informacién acerca del nudo elegido al azar alcance tan sélo un namero finito
de otros nudos. Al igual que antes, P(xX) = 1 - Q. De cada nudo salen q
canales independientes, por los cuales se difunde la informacion. Hallemos la
probabilidad de que uno de esos canales se interrumpa en cierta etapa. Eso

puede ser el resultado de uno de dos acontecimientos incompatibles:
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a. primer enlace de este canal, resulto roto;
b. primer enlace, resulté entero, pero el nudo a que él conduce es capaz

de transmitir la informacién sélo a un niUmero finito de otros nudos.

La probabilidad del acontecimiento a equivale a 1 - X, y la probabilidad del
acontecimiento b equivale a xQ(x). Las probabilidades de los acontecimientos
incompatibles pueden ser sumadas. Por esta razon, la probabilidad de que se
interrumpa un canal es igual a 1 - x + xQ(x). Como todos los canales son
independientes, la probabilidad de que todos ellos se interrumpan equivale a
[1-x+ xQ()]".

De aqui se obtiene la ecuacion para Q(X):

Q() = [1 - x + xQ()].

Sustituyendo Q' = 1 - x + xQ, dicha ecuacion se reduce a la ecuacion (4).

Definitivamente obtenemos

Notemos que los umbrales de percolacion para el problema de los nudos y el
problema de los enlaces en el reticulo de Bethe son idénticos (X = 1/Q).

Eso pudo ser dicho de antemano. En efecto, supongamos que el nudo a que
conduce el enlace roto esta bloqueado. Después de esto se puede admitir
que todos los enlaces son integros, y del problema de los enlaces podemos
volver al problema de los nudos. De aqui se deduce que los umbrales de

percolacién en estos problemas deben ser idénticos.

Capitulo 12
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1 Es necesario calcular la resistencia del cubo cuya arista es de longitud
unitaria. Al igual que antes, el numero de alambres unidos paralelamente es
igual a 1/R?, pero la longitud de cada alambre ya no equivale a la unidad. La

misma supera la unidad un nimero de veces igual a la relacidn

(L R) = (X - x;) @&
Respectivamente, la resistencia de un alambre equivale no a po, Sino a po (X
- XC)_(C_V).
Por esta razén, para obtener el resultado requerido es suficiente cambiar, en
la formula (8), la magnitud po que figura en la expresién para a3, en po (X -
x.)"&¥). Como resultado obtenemos

0= 03 (x - xc) &V

donde 03 = po * / % Por lo tanto, t = -v

' La designacién directa de la rejilla pantalla consiste en proteger diversos aparatos de radio contra las
perturbaciones eléctricas.

2 para la comparacion el punto de Curie es de 360 C para el niquel y 1100 C para el cobalto (Nota del traductor)

% Hablando en rigor, la afirmacién que existe un solo racimo infinito no ha sido demostrada. Hay argumentos en su
favor, de mayor o menor grado de certeza, pero es mas correcto decir que los especialistas simplemente creen de
buena fe en dicha afirmacion.

4 Babouschka (babushka), voz rusa, diminutivo de la palabra abuela-(Nota del traductor.)

5 Debemos notar que desde el punto de vista de la teoria de las probabilidades, la exaltada abuela sin experiencia,
manifiesta mayor sentido comun que el jugador que la consulta. La probabilidad de salida del cero no disminuye en
nada a pesar de que éste sali6 anteriormente. Esperar, como aconseja el jugador, no tiene ningln sentido. Esta
equivocacion frecuente, por lo visto se basa en el entendimiento incorrecto del hecho de que es muy pequefia la
probabilidad de obtener dos veces seguidas el cero. Pero eso no significa, ni mucho menos, que si una vez sali6 el
cero, la probabilidad de su salida la vez siguiente es menor que en la primera. Claro esta que la probabilidad sigue
siendo exactamente la misma.

 Fiodor M. Dostoievski, coleccién “Sepan cuantos...": Las noches blancas, El jugador. Un ladrén honrado, cuarta
edicion. Editorial Porrda, S.A., México. 1981, pag. 80.- (Nota del traductor.)

7 No hay una respuesta precisa a la pregunta de por qué esta expresién depende de N precisamente de modo
exponencial. Pero los resultados de numerosos célculos indican que eso es asi para todos los problemas de la teoria
de percolacion.

8 El autor no se hace responsable de esta informacién y por eso recomienda no tomar muy en serio las conclusiones
practicas que se desprenden de la solucidon del problema aqui planteado. EI mismo se expone tan s6lo para mostrar
las posibilidades de la teoria de percolacion.

° pPara el caso de un solo grupo de coordinacién, los valores expuestos de los umbrales no siempre coinciden
exactamente con los datos de las tablas anteriores Eso esta relacionado con el hecho de que en ellas fueron
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seleccionados los datos mas fidedignos, desde nuestro punto de vista En esta tabla se comparan los datos
obtenidos por un mismo procedimiento

0 Nicolas V. Gogol, Las almas muertas, (Aventuras de Chichikov), Poema, Editorial Cervantes. Barcelona, 1926.
pags. 206-207-(Nota del traductor.)
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